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Projekt 7.17 Vektorer i 3d og analytisk rumgeometri

(Dette er en bearbejdet udgave af kapitel 5 i Hvad er matematik? A. Den indledende fortzelling handlede om perspek-
tivgeometri og indeholdt to saetninger. Derfor starter nummereringen her med saetning 3. Materialet lzegger op til, at
eleverne arbejder selv med materialet, da rumgeometrien og vektorer i 3d er koblet sammen med de tilsvarende ting
fra 2d, hvor dette er muligt)

1.1 Linjer og planer & cirkler og kugler

Et af de grundlaeggende aksiomer i plangeometri er,

at der gennem to punktet gar netop én ret linje. Vi //

vil her kalde den vektor, der forbinder de to punkter
for linjens retningsvektor.

Pa samme made er det aksiom for rumgeometri, at
der gennem tre punkter, der ikke ligger pa linje, gar
netop én plan. Danner vi to vektorer ud fra de tre -
punkter, siger vi, at planen er udspaendt af de to o
vektorerne. Af aksiomet fglger, at det er ligegyldigt
hvilke vektorer, vi danner ud fra punkterne.

Vi siger, at en vektor er indeholdt i en plan, hvis en repraesentant for vektoren er det.

Betragter vi to ikke-parallelle vektorer i rummet, sa vil vi altid kunne finde en plan, der indeholder begge vektorer,
fordi vi kan afsaette repraesentanter for de to vektorer ud fra samme begyndelsespunkt.

= T~

Lige som i planen er en ret linje i rummet bestemt af to punk- \
ter i rummet. | rummet geelder der, at hvis en linje har to
punkter faelles med en plan, sa er linjen indeholdt i planen

Hvis linjen kun har et punkt feelles med
planen, sa vil linjen skeere igennem planen.

To rette linjer i rummet har enten ét punkt faelles eller ingen. Har linjerne netop ét punkt faelles betyder det, at lin-
jerne er ikke-parallelle, og at de begge er indeholdt i den plan, som deres retningsvektorer udspsender sammen med
skaeringspunktet. Hvis linjerne derimod er parallelle og ligger i samme plan, sa har de selvfglgelig ingen fzelles punk-
ter.

Men linjer i rummet kan ogsa veere vindskaeve, hvilket betyder, at de hverken er parallelle eller ligger i samme plan.

Ved at parallelforskyde den ene retningsvektor op til den anden — og omvendt — far vi udspaendt to parallelle planer.
der indeholder hver sin af de to vindskave linjer, se figuren.
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Hvis to planer har blot et punkt
feelles, sa har de en hel ret linje til | 1o indbyrdes ikke-parallelle planer En linje kan vaere indeholdt i
feelles, nemlig deres skeaeringslinje. | har derimod netop et punkt felles. | Mange planer.

Eksempel: Polyedre

| en plan er givet tre punkter A, B og C, som ikke ligger pa samme rette linje, samt et punkt D uden for planen. Linjen
gennem A og B og linjen gennem D og C er vindskaeve — de ligger i to forskellige planer, fordi der findes ingen plan,
der indeholder alle fire punkter.

D
AB
A
De tre punkter i planen danner en trekant ABC, som er grundflade i det tetraeder, der fremkommer ved at traekke
linjestykker fra disse tre punkter til punktet D. Man kalder A, B, C og D for tetraederets hjgrner. Linjestykkerne, der
udggr siderne i de fire trekanter, som tetraederet er opbygget af, kaldes for tetraederets kanter, mens de fire tre-
kanter kaldes tetraederets flader. Tetraederet opfylder Eulers polyedersaetning: F—K+H =2, dvs. at antallet af flader

(F) minus antallet af kanter (K) plus antallet af hjgrner (H) er lig med 2. | HEM1 projekt 0.2 er der et materiale om og
bevis for Eulers polyedersaetning.

En cirkel i planen er defineret som de punkter, der har en afstand pa radius r til cirklens centrum C. Helt analogt her
til er en kugle i rummet defineret som de punkter i rummet, der har en afstand pa radius r til kuglens centrum C. Vi
kalder en vektor, der forbinder centrum med et punkt pa cirklen/kuglen for en radiusvektor.

4

Skaeringkurven for en kugle og en plan er en cirkel — enten en storcirkel (fx a&ekvator), hvis planen deler kuglen i to
halvkugler eller en lillecirkel, hvis planen pa anden made skaerer kuglen (planen afskaerer en kuglekalot — “toppen” af
en kugle).

Den indbyrdes beliggenhed for en linje og en cirkel i planen (eller kugle i rummet) kan beskrives ved:

1. Linjen ligger uden for cirklen/kuglen, dvs. linjen skeerer ikke cirklen/kuglen
2. Linjen er tangent til cirklen/kuglen, dvs. linjen rgrer cirklen/kuglen i netop ét punkt
3. Linjen gar gennem cirklen/kuglen, dvs. linjen har to skaeringspunkter med cirklen/kuglen
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Bemaerkning: En tangent til en cirkel/kugle star altid vinkelret pa den linje, der gar fra centrum til tangentens rg@rings-

punkt. En cirkel har netop en tangent i et givet punkt, mens en kugle har mange tangenter i et givet punkt, nemlig
alle de linjer, der er indeholdt i kuglens tangentplan i rgringspunktet!

For at kunne afggre om en linje (plan) tangerer en cirkel (kugle), sG har vi brug for en metode til at undersgge, om
afstanden fra centrum til linjen (planen) er lig radius.

1.2 Vinkler i plan og rum
Definition: Vinkel mellem vektorer
Afsaettes repraesentanter for to vektorer ud fra et feel- >>(
les punkt, danner de sammen en vinkel, som vi kalder
for vinklen mellem de to vektorer.
Vinklen mellem to vektorer kan bade vaere spids og /
stump (men er altid mindre end eller lig med 180°). =
Danner vektorerne en ret vinkel, siger vi, at de to vek-
torer er ortogonale eller vinkelrette pa hinanden.

En ret linje er bestemt ved et punkt pa linjen samt en retningsvektor. Vinklen mellem to linjer bestemmes som vink-
len mellem linjernes retningsvektorer.

Praxis: Normalvektorer og parallelle linjer og planer

En ret linje n, der star vinkelret pa en anden linje / (eller pa en plan &, dvs. pa alle de linjer, der er inde-
holdti &), kaldes en normal til | (eller ¢). Analogt hertil kaldes en vektor, der star vinkelret pa en ret linje
(eller en plan), for en normalvektor til linjen (eller planen). Normalvektoren for en ret linje vil saledes vaere
vinkelret pa enhver retningsvektor for linjen. Det betyder ogs3, at har to linjer samme normal, sa er de to
linjer parallelle, og tilsvarende har to planer samme normal, sa er de to planer parallelle.

Bemeerk, at har vi en cirkel (eller en kugle) med en tangentlinje (eller tangentplan), sa vil radiusvektor fra
centrum til rgringspunktet vaere en normalvektor.

Overvej selv fglgende: En plan i rummet kan fastlaegges ved ét punkt i planen samt en normalvektor, dvs. en vektor,
der star vinkelret pa samtlige vektorer i planen. Vinklen mellem en linje og en plan kan derfor bestemmes ud fra
vinklen mellem to vektorer, nemlig linjens retningsvektor og planens normalvektor. Da normalvektoren star vinkelret
pa planen. kan vi ud fra dette nemt bestemme den sggte vinkel (se figuren).
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Vinklen mellem to planer kan ogsa bestemmes som vinklen mellem to vektorer, nemlig de to planers normalvekto-
rer. Normalvektorerne star vinkelret pa hver deres plan, og derfor vil vinklen mellem normalvektorerne vaere preecis
den samme vinkel som den mellem planerne (se figuren).

For at bestemme vinkler mellem forskellige objekter i plan og rum har vi altsa blot brug for en metode til at be-
stemme vinkler mellem vektorer.

1.3 Projektioner i plan og rum

Har vi givet et punkt P uden for linjen /i planen, sa Har vi givet et punkt P uden for planen @i rummet,
kaldes skeeringspunktet mellem normalen gennem sa kaldes skaeringspunktet mellem normalen gen-
P og linjen for projektionen af P pa |. nem P og planen for projektionen af P pg o .

@nsker vi at projicere en hel linje ned i en plan, sa svarer dette blot til at projicere hvert enkelt punkt pa linjen ned i
planen. Kender vi to punkter P, og P, pa linjen, sa kan vi projicere disse ned i planen i punkterne Q, ogQ,, og linjens
projektion i planen vil da netop vaere den linje, der gar gennem Q, 0g Q, . Man kalder ogsa linjens projektion for spo-

ret af linjen i planen, og sporet af linjen er ogsa skeeringslinjen, for planen & og den plan, der indeholder alle de fire
punkter, og dermed de to normaler PP, og Q,Q, samt linjen.
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Projektion af en vektor ﬁ pa en linje I kan forega efter samme princip, hvor man blot veelger at projicere startpunkt

P, og slutpunkt p, for en repraesentant ned pa linjen, hvorved man far projektionsvektoren Q,Q, . Tilsvarende ved

projektion af en vektor ned i en plan.
Py

Projektion af en vektor @ pa en vektor b giver os efter samme princip en ny vektor, projektionsvektoren 65 som vist

pa figuren. Bemaerk, at projektionsvektoren ikke behgver have samme retning og kun sjeldent (hvornar? Overvej!)
har samme laengde som den vektor den projiceres ned pa.

Vil vi projicere en vektor ind pa en normal til en ret linje eller en normal til en plan, sa er princippet det samme. Pa
figuren ses en vektor i rummet samt en ret linje /i en plan &, som saledes begge har linjen n som normal. Vektorens
projektion pa normalen er derfor den samme i begge tilfaelde. Pa figuren ses yderligere vektorens projektion ned i
planen.

Af ovenstdende fremgdr, at vi har brug for en metode til at bestemme skaeringspunkter mellem objekter.
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2. Vektorer i et koordinatsystem

For at kunne udfgre beregninger indfgrer vi nu et koordinatsystem. Et koordinatsystem har udgangspunkt i et punkt
0, der kaldes for origo (samme ord som origin). O kaldes ogsa ofte for begyndelsespunktet. Til ethvert punkt P i et
koordinatsystem knytter vi en vektor, der beskriver punktets beliggenhed i forhold til O.

Definition: Stedvektor
En vektor, der gar fra koordinatsystemets begyndelsespunkt O ud til et punkt P i planen eller rummet kal-
des en stedvektor for P og betegnes OP .

2.1 Det retvinklede tredimensionale koordinatsystem

| planen kender vi allerede det retvinklede (rektangulzere) todimensionale koor-
dinatsystem beskrevet ved en x-akse og en y-akse. | rummet indfgrer vi efter
samme princip et retvinklet (rektangulaert) tredimensionalt koordinatsystem,
som har en tredje akse, nemlig en z-akse, som star vinkelret pa de to andre ak-
ser i det todimensionale koordinatsystem, saledes at de tre akser ligger i et ind-
byrdes hgjresystem.

Det betyder, at man med hgjre hands tommelfinger, pegefinger og langfinger
kan danne en model af koordinatsystemet, sdledes at x-aksen Igber langs tom-
melfingeren, y-aksen langs pegefingeren og z-aksen langs langfingeren

Ligesom det todimensionale koordinatsystems to akser naturligt inddeler planen i fire kvadranter, sa inddeler det
tredimensionale koordinatsystems tre akseplaner naturligt rummet i 8 oktanter som vist pa figuren nedenfor.

2, éktant
4. oktant 1. oktant

-

. Z
Ay 3. oktant|

2. kvadrant 1. kvadrant

X
>

3. kvadrant 4. kvadrant

Kvadranterne i et 2D- Akseplanerne i et 3D- Oktanterne i et 3D-
koordinatsystem. koordinatsystem. koordinatsystem.

Det todimensionale koordinatsystem svarer saledes blot til en akseplan i det tredimensionale koordinatsystem. De
tre akseplaner betegnes ud fra akserne, som xy-planen (orange), xz-planen (grgn) og yz-planen (bl3). Vi vil i det fgl-
gende omtale det todimensionale koordinatsystem som planen, og det tredimensional koordinatsystem for rummet.

@velse 1 Orientering af koordinatsystemer
Hvilke af fglgende koordinatsystemer er hgjrehandssystemer?

a) z b) 2 0 X d) y
x y y x
0 ) 0 G
y X z z
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AZ Az
(0,0,2)
- (0,0,3)
P(x,y,2) P(1,2,3)
o org) o 020
_ (1,0,0) g
(x,0,0) ((X,y,D) (1,2,0)
XA x &
Koordinaterne til punktet P findes som P’s projek- Punktet P(2,1,3) er sdledes et punkt i rummet, hvis
tion ind pa hver af akserne. Er P et punkt i rummet, | afstand fra O er 2 enheder i positiv x-retning, 1 en-
sa betegnes koordinaterne P(x,y,z). hed i positiv y-retning og 3 i positiv z-retning

2.2 Vektorer beskrevet med koordinater

yl Px,y) | 21

QP

X X

@nsker vi at bevaege os ud i et punkt P(x,y, z)i planen eller i rummet, sa gar vi langs en stedvektor OP til punktet
P(x,y,z), idet man i det rektangulaere koordinatsystem fgrst gar x enheder ud af x-aksen, og derefter y enheder ud

af y-aksen - og endelig, hvis vi befinder os i rummet, z enheder opad z-aksen. Vi tillaegger vektor OP samme koordi-
nater som punktet P.

Enhver vektor d i planen eller i rummet har en repraesentant med udgangspunkt i O og kan derfor opfattes som
stedvektor for et punkt A(a,,a,) iplanen eller A(a,,a,,a;) i rummet: G=0A.Vi benytter normalt fglgende lodrette

koordinatnotation for vektorer, for at kunne skelne mellem vektorer og punkter:

a

. . — (a
a=0A=|a, | irummetog a:OA=[ 1J i planen
a
a, 2

Vi har saledes indfgrt en ny repraesentationsform for vektorer, nemlig koordinatrepraesentationen, som i mange til-
feelde g@r problemlgsning lettere end med den geometriske repraesentation alene.
Bemaerk, at hvis vi saettera, =0, sdledes vil vektoren ligge i xy-planen, hvilket jo svarer til en vektor i planen. Be-

maerk ogs3, at i tilfeeldet, hvor punktet A vaelges som punktet 0(0,0,0), bliver stedvektoren:
0
. — (0
00=| 0 | i rummet og OO:[OJ i planen.
0

Ifglge vores definition er det egentlig ingen vektor, da den ingen retning har, men vi kalder den i begge tilfeelde for
nulvektoren og betegner den med o . Alle andre vektorer kaldes for egentlige vektorer.
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Praxis: Vektornotation i et vaerktgjsprogram

Nogle vaerktgjsprogrammer giver ikke mulighed for at skrive pil over et bogstav, som betegnelsen for en
vektor. Man ma derfor finde andre notationsformer fx fede bogtaver, som betegnelsen for vektorer.

| nogle sammenhange kan det vaere hensigtsmaessigt, at skrive vektorer som raekkevektorer, dvs. vandret
som i en liste. Pa den made vil man fx nemt kunne hente enkeltkoordinater ud med reference til den
plads, de star pa i listen: Hvis vi fx definerera ::{al,az}, sa vil vi kunne hente fgrstekoordinaten ud med

a[1]. | en skriftlig besvarelse forklarer man sin notation, hvis den ikke er gaengs.
Men vigtige indbyggede kommandoer, som vi gerne vil kunne benytte ved regning med vektorer, kraever
at vektorerne er defineret som sgjlevektorer, dvs. som en slags talskema med 2 (eller 3) reekker og 1 sgjle

a

fx a :=[ 1] Her vil vi sa skulle identificere koordinaterne med angivelse af bade raekke og sg@jleplacering,
aZ

dvs. her vil a[2,1] give os anden koordinaten, fordi den star i raekke 2 sgjle 1, man naevner altsa reekke-

nummeret r f@rst og derefter sgjlenummeret s: afr,s] .

@velse 2

Beskriv pa koordinatform stedvektorerne til punkterne i
rummet vist pa figuren, idet hver terning repraesenterer
en enhedsterning, og udgangspunktet er0(0,0,0) .

@velse 3
Givet fglgende vektorer:
1 -3 5
~ (3 —~ _ - _ (-6
a= b=|2 c=|6 d=|12 €=
4 8
—4 2 0

Hvordan kan vi let 2endre en vektor i planen til at veere en vektor i rummet? Tegn en skitse, der viser vektorernes
beliggenhed i et tredimensionalt koordinatsystem.

2.3 Regning med koordinatvektorer

Definition: Modsat vektor og multiplikation med skalar

Vektoren —a er den vektor, der har samme laengde som g, men 3 . B -

modsat retning, dvs. hvis d = AB,séer —a=—AB=BA. Vikalder -5 a /

—a for den modsatte vektor til a . A 5 -
a

Vektorens-a er den vektor, hvis l&engde er s gange stgrre end
lengden af @, og hvis retning er den samme som 4, hvis s er posi-
tiv, den modsatte, hvis s er negativ, og som er nulvektoren, hvis
s=0.
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@velse 4. Parallelitet og proportionalitet
Vis ud fra definitionen, at hvis @ og b er parallelle vektorer, sa findes et tal s, sa b=s-d

Afsaetter man de to vektorer d og s-a med samme udgangspunkt A, sa vil endepunktet P for s-a gennemlgbe linjen
gennem P og med a som retningsvektor, nar s gennemligber de reelle tal, dvs. fra —co til +o . Pa figuren ses to ud af
de uendeligt mange placeringsmuligheder for P.

Er en vektor givet ved et koordinatseet, sa svarer processen ovenfor til, at vi ganger hver af vektorens koordinater
s-a,
med skalaren: s-a=| s-a,

5-a,

Dvelse 5

. [(a - _ [—a R
Vis ud fra definitionen, at hvis a:[ lj,sé er 3‘02[ 1J og —l‘a:( IJ:—G
a, 3-aq, —a,

Definition: Addition og subtraktion af vek-

torer

Vi adderer vektorer geometrisk ved at af- -

seette repraesentanter for vektorerne i for- a g _;
lengelse af hinanden saledes, at der hvor

den ene pil slutter, begynder den naeste ;_E

I

osv. Pa figuren er det demonstreret med
to vektorer i planen.

a+bh

Vektoren d—b defineres som vektoren
d+(-b).

@velse 6: Vektoraddition pa koordinatform
Vis ud fra eksemplet pa tegningen, at:

_ (a ~ (b .~ (a,+b
hvis a= og b= ,saera+b=
a, b, a, +b,

ayth;

Bemeerk: | det viste eksempel er b, negativ.

Dvs. addition - og subtraktion - foregar blot ved at man laegger koordinaterne sammen pladsvist. Dette gaelder natur-
ligvis ogsa, hvis vi regner pa vektorer i rummet.
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Pvelse 7
Tre vektorer er givet ved:
1 5 —4
G=|-3|ogb=|6|o0gc=|-3
2 2 8

Beregn koordinatsaettene til felgende vektorer:

a) d+b+c¢ b) b—G+¢ c)d-c-b

Dvelse 8

P4 figuren ses tre vektorer G, b og ¢ .

Konstruer geometrisk fglgende vektorer: e
a)d+b - /
b) ¢-b .
c)d+b+¢
d) c-d+b

&

@Pvelse 9: Kraefternes parallelogram

Tegner vi G og b ud fra samme punkt, s& udspaender de et parallelo-
gram. Vis, at diagonalerne i dette parallelogram netop er vektorerne
G+b ogd—b.

| fysik repraesenterer man krzaefter og hastighed ved vektorer, fordi der
bade indgar en stgrrelse og en retning. Hvis vi forestiller os, at en gen-
stand er pavirket af de to kreefter repraesenteret ved d og b, s& udggr
sumvektoren netop den resulterende kraft, som pavirker genstanden.
Derfor kaldes et parallelogram udspaendt af to vektorer ofte for kraef-
ternes parallelogram.

Eksempel: Bevaegelse under pavirkning af flere kraefter

En luftballon bevaeger sig under pavirkning af tyngdekraft, opdrift
og vind. De to fgrste giver samlet en lodret pavirkning, den sidste
en vandret. Bevaegelsen kan dermed betragtes som resultat af en
vandret bevaegelse og en lodret bevaegelse. Reprasenterer vi bal-
lonens lodrette og vandrette hastighed med vektorer, sa kan vi il-
lustrere ballonens resulterende hastighed frembragt af disse ud
fra kreefternes parallelogram. Bemeerk, at bevaegelsesbanens
stejlhed vil veere afhaengig af de to hastigheders stgrrelser.

@velse 10

a) Vaelg to tilfaeldige ikke-parallelle vektorer G og b ( tegn og aflaes koordinater eller omvendt!).

b) Tegn det parallelogram, som de to vektorer udspaender, og tegn sumvektoren samt differensvektoren.

c) Aflaes sumvektorens og differensvektorens koordinater, og kontroller ved beregning, at koordinatsaettene til de to
vektorer er korrekte.
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Eksempel: Linearkombination af vektorer — linezert afhaengige / uafhaengige vektorer
Der er givet tre vektorer i rummet:

2 3 2
G=|1 |,b=|0|o0gc=|-1
-1 2 2

En vektor bestemt ved en sum af disse tre vektorer, hvor hver af vektorerne er ganget med en skalar, kaldes en line-
arkombination af de tre vektorer.

Bestem koordinatsaettet til linearkombinationen: d =2-G+3-b—4-¢.

Et seet af vektorer kaldes linezert afhaengige, hvis blot en af vektorerne kan skrives som en linearkombination af de
gvrige vektorer. Hvis ingen af vektorerne kan skrives som en linearkombination af de @gvrige, sa kaldes vektorerne
linezert uafhangige. Eksempelvis er det saet af vektorer, der bestar af de fire vektorer @, b, ¢ og d ovenfor lineaert
afhaengige, mens saettet bestdende af de tre vektorer G, b og ¢ er lineaert uafhangige. Geometrisk set betyder li-
nezr afhaengighed, at vektorerne ligger i samme plan, mens linezer uafhangighed betyder, at vektorerne ikke ligger
i samme plan.

Praxis: Regning med vektorer i et vaerktgjsprogram
Bruger man et veerktgjsprogram, vil man typisk definere de opgivne vektorerne fra start, sa man kan regne
videre med dem. Defineres:

1 3

a:=| -3 og b:=|5

2 -1
kan man bestemme koordinater for vektorer som Z7+5 , 5—5 , 2-5 og E:=2-Z7—3-E blot ved at opskrive
udtrykkene. @nsker vi at regne videre med en vektor definerer vi den som en ny vektor, som vist med ¢ .

@velse 11
Bestem i et veerktgjsprogram vektorerne naevnt i praxisboksen.

Forbindelsesvektorer

Nar vi skal beskrive en geometrisk figur fx en trekant i planen eller rummet, sa vil vi typisk angive koordinatszaettene
til trekantens hjgrnepunkter. Nar vi skal regne pa trekanten, sa far vi brug for at kende koordinatsaettene til de vek-
torer, der beskriver trekantens sider.

Satning 3: Indskudsreglen ) e

For tre punkter A(a,,a,,a,), B(b,,b,,b,) 08 s

C(c,,c,,c,) irummet (eller i planen — tegn selv!) - 5

geelder, der: c

AB=AC+CB eller AB=CB-CA 5 >y
@velse 12

Vis reglerne ud fra definitionen pa geometrisk addition af vektorer og definitionen pa modsat vektor.
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Saetning 4: Koordinaterne for forbindelsesvektoren AB
Hvis A=(a,,0,,0;) og B=(b,,b,,bs), sa er koordinaterne
forbindelsesvektor:
b, a, b, —a,
AB= b, |-|a, |=| b,—a,
b, a, b, —a,
Bevis

Vaelg C =0 i indskudsreglen. S3 er AB=0B8-0A . Indsaet nu koordinaterne, og resultatet star der

Praxis: Forbindelsesvektor i et veerktgjsprogram
Bruger man et veerktgjsprogram, vil man typisk definere de opgivne punkter som stedvektorerne fra start,
sa man kan regne videre med dem. Har vi fx givet A=(2,3,6) og B=(5,—4,—2) kan vi ggre saledes:

2 5 -3
OA:=|3 og 0B:=| —4 , 0g dermed AB:=0B—0A=| 7
6 -2 8

@velse 13
Bestem koordinatsaettene til forbindelsesvektorerne mellem fglgende tre punkter bade ved handkraft og i et veerk-

tejsprogram: A(3,-1,4), B(-1,6,2) og C(8,-4,12).

Praxis: Konstruktioner i et 2D- eller 3D-geometri-
program

Man kan ogsa plotte punkter i et 2D- eller 3D-geo-
metriprogram, og konstruere vektorerne der ud fra.
Herefter kan man benyttet programmets indbyg-
gede kommando til at bestemme koordinatszettene
til vektorerne.

B(5.-4.-2)

@velse 14
Konstruer de tre punkter i @velse 13 ovenfor i et 3D-vaerktgj, og bestem ved aflaesning deri koordinatsattene til de-

res forbindelsesvektorer.

Midtpunkt af et linjestykke
Vi vil bestemme koordinatsaettet til midtpunktet M mellem de to punkter i rummet: A(a,,a,,a,) og B(b,,b,,b,).

Tegn selv med i 2D!
Da M er midtpunktet mellem A og B, sa ma der geelde, at

2-AM =AB
2-0M—2-0A=0B-0A Anvend saetning 4 om forbindelsesvektorer
2-0M =0B+0A Flyt 2-OA over

© 2018 L&R Uddannelse A/S ® Vognmagergade 11 e DK-1148 ¢ Kgbenhavn K ¢ TIf: 43503030 ¢ Email: info@Iru.dk
& KOPIERING FORBUDT



Hvad er matematik? 2 R
ISBN 9788770668699 Uddannelse

Projekter: fra kapitel 7 Projekt 7.17 Vektorer i 3d og analytisk rumgeometri EGMONT

1 : 1
om =E-(OB+OA) Gang igennem med 5

a,+b,
— 1
OM:; a,+b, Indsaet koordinater

a,+b,

+b +b +b . — .

M =(ai . 1 'az . 2 ,a3 . 3) Gang ind og udnyt, at M og OM har samme koordinater

@velse 15 Midtpunkt af linjestykke
a) Bestem koordinaterne for midtpunktet mellem de to punkter A(2,3,6) og B(5,—1,—4)
b) Kontroller beregningerne ved en konstruktion i et 3D-vaerktgj.

Eksempel: Vektorernes beskrivelseskraft
Mange geometriske argumenter om fx hgjder og medianer i en kan behandles elegant med brug af vektorer. Det er
emnet for HEM2, projekt 7.2.

2.4 Laengden af en vektor
Leengden af stedvektoren @ =0A , hvor punktet A har koordinaterne Ala,,a,,a,), svarer til leengden af det linjes-
tykke, der forbinder punktet A med O, dvs. |OA| . Da enhver vektor kan opfattes som en stedvektor, kan alle vekto-

rers leengde beregnes saledes. En stedvektors leengde kan beregnes ved at anvende Pythagoras’ seetning, og det vi-
ser sig, at denne formel let generaliseres fra plan til rum.

Saetning 5: Laengden af en vektor Iz
a, ~
Leengden af en vektor d=| a, | er bestemt ved
S A(Gl,az,ag)
03

|a|=ya,® +a” +a,” .

asz

Bevis
Vi afseetter G som stedvektor: @ = OA og anvender Pythagoras’ saetning to gange — se illustrationen.
| xy-planen far vi af trekant OBD, der er retvinklet, at

2

oD| =a’+a,’

| vektorens plan far vi tilsvarende af trekant ODA, der er retvinklet, at

oA =[oB

OﬁA:«/(le+azz+ag,2 Y/

2
2_ 2 2 2
+03 —Gl +02 +G3

© 2018 L&R Uddannelse A/S ® Vognmagergade 11 e DK-1148 ¢ Kgbenhavn K ¢ TIf: 43503030 ¢ Email: info@Iru.dk
& KOPIERING FORBUDT



Hvad er matematik? 2 R
ISBN 9788770668699 Uddannelse

Projekter: fra kapitel 7 Projekt 7.17 Vektorer i 3d og analytisk rumgeometri EGMONT

Eksempel: Laengden af en vektor

Vi vil bestemme laengden af vektoren a =

A~ N B

Vi indsaetter i formlen: |6| =8> +22+4> =16 +4+16 =~/36 =6.

Praxis: Lengden af en vektor i et vaerktgjsprogram
Har vi defineret en vektor i et veerktgjsprogram, kan vi bestemme lzengden ved at anvende en kommando
som norm(a) .

6
Har vi defineret 5:=(8j, giver kommandoen norm(a)=10.

@velse 16
Bestem laengden af fglgende vektorer ved hjzlp af laengdeformlen:
1 -3 5
_ (3 - ~ - _ (-6
a= b=|2 c=|6 d=|12 é=
4 8
-4 2 0

Undersgg, hvor dit veerktgjsprogram kan udregne lzengden af en vektor, og kontroller dine beregninger.

@velse 17 Laengden af en forbindelsesvektor
a) Givet to punkter i rummet: A(a,,a,,0a,) og B(b,,b,,b,), vis fglgende formel:

‘TB‘ :\/(bl —-a,) +(b, —a,)’ +(b,—a,)

b) Givet A(2,3,6) og B(5,-4,-2), vis at

E‘:lez =11,05.
c) Givet tre punkter i planen: A(2,-1), B(4,6) og C(-3,5). Bestem sidelaengderne i trekant ABC.

@velse 18 Laengdebestemmelse i geometriprogrammer
a) Plot de tre 2D-punkter i gvelsen ovenfor, konstruer trekanten og bestem sidelaengderne.
b) Plot de to 3D-punkter i gvelsen ovenfor i et 3D-geometriprogram, og bestem afstanden mellem dem.

Eksempel: Pythagoras’ satning i hgjere dimensioner
Som beviset antyder, kan man generalisere Pythagoras” saetning til hg-

jere dimensioner. Lad os se pa en kasse udspaendt af de tre vektorer a, b
ogc , som vist pa figuren. Vi har set, at vi via en diagonalvektor x i kas-
sens bund kan na frem til, at der for en diagonalvektor d i kassen gzelder
(overvejl):

d*=a’+b>+¢?
hvilket netop er Pythagoras’ seetning i 3 dimensioner.

3D-kasse udspaendt af tre vektorer

Fortsaetter vi tankegangen, vil vi nok pr. intuition acceptere, at dette ogsa ma geelde i hgjere dimensioner end 3. Der
er imidlertid vanskeligt at tegne sig frem til et bevis som ovenfor, fordi hvordan tegner man en kasse i fire dimensio-
ner? Man kan fx begynde med udfolde en 3D-terning i 2D (se figur), og sa fglge princippet, dvs. udfolde en 4D-ter-
ning (kaldes ogsa en hyperterning) i 3D, hvor den vil besta af 8 terninger (se figur). Hvis vi drejer alle disse 8 terninger
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90° "opad” i det firedimensionale rum, sa vil vi netop fa en hyperterning, hvor vi ser de 8 terninger som den indre og
den ydre samt de seks terninger, som forbinder den indre med den ydre. | fire dimensioner handler Pythagoras’ saet-

ning saledes om, at bestemme laengden af en diagonalvektor C74D i en tilsvarende retvinklet hyperkasse udspaendt af

vektorerne G, b, ¢ og d .

3D-terning udfoldet i 2D 4D-terning udfoldet i 3D Hyperterningen i tre-
dimensionalt perspektiv

2.5 Tvaervektori en plan

Den vektor, der fremkommer ved at dreje en plan vektor a
90° i positiv omlgbsretning kalder vi for tveervektoren til a .

D>

Den betegnes a (kaldes sommetider “hat-vektoren”, og pro-
cessen kaldes sommetider ”at hatte”).

Da nulvektoren ikke har nogen retning, definerer vi 0=0.

\ positiv

Satning 6: Koordinater for en tvaervektor

_ (a
Har en vektor koordinaterne a=( lJ
aZ

~ —a.
sa far dens tvaervektor koordinaterne a :[ 2}.

@velse 19 — Bevis satningen!
Bevis seetningen ved brug af ovenstaende illustration. Tegn selv andre beliggenheder af vektor a .

@velse 20

_(3) - (2 _ (4
Bestem koordinatsaettet til tvaervektoren af fglgende vektorer: a=(5J , b=( j ogcC =( j
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2.6 Cirkler og kugler

Ud fra leengdeformlen kan vi bestemme en ligning for en cirkel i planen samt en kugle i rummet. En cirkel / kugle be-
star jo netop af de punkter, hvis afstand til centrum er lig med radius..
z

Ay A

Cla,b)

“Clab,e) Px.y.2)

P(x,y)

<

¥ x

Seetning 7: Ligningen for en cirkel i planen og for en kugle i rummet
Cirklen med centrum i C(a,b) og radius r har ligningen (x—a)’ +(y —b)* =r>.

Kuglen med centrum i C(a,b,c) og radius r har ligningen (x—a)> +(y —b)* +(z—c)* =r>.

Bevis
Udledningen bygger pa gvelse 17 om laengden af forbindelsesvektorer. Vi ser pa tilfeeldet med kuglen.
Lad C(a,b,c) veere kuglens centrum, og lad P(x,y,z) betegne et tilfeeldigt punkt pa kuglen. Kalder vi kuglens radius

forr far vi af formlen i gvelsen:

[CPl=(x—a)* +(y—b)" +(z—c)

r:\/(x—a)2+(y—b)2+(z—c)2 Indsaet ‘ﬁ‘zr

(x—a) +(y—b) +(z—c = kvadrer v

Eksempel: Cirklens ligning / kuglen ligning

En cirkel har centrum i C(3,2) og gar igennem punktet P(11,-4).
Vi vil bestemme en ligning for cirklen.

Radius i cirklen bestemmes som leengden af en radiusvektor:

— (11-3) (8
CP=[ J{ J Dvs: r=+/8% +(—6)> =+/100 =10 .

—4-2) (-6
Vi kan nu opskrive ligningen for cirklen: (x —3)* +(y —2)* =10°.

Det er naturligvis ikke ofte man far en radius, der er et paent helt tal. Men da tallet r* indgar i ligningen betyder det
mindre.
Kuglen med centrum i C(1,3,2), og som gar i gennem punktet P(4,6,5), har en radius pa:

r:‘CT":\/M—l)Z+(6—3)2+(5—2)2 =27 =5,196

Ligningener:  (x—1)° +(y—2)* +(z—3)* =27

@velse 21
Bestem ved brug af et veerktgjsprogram ligningen for:

a) Kuglen med centrumi €(3,7,—1) og radius r =6.
b) Cirklen, der gar gennem P(2,—8) og som har centrum i C(-3,4).
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c) Kontroller dine resultater ved at konstruere cirklen i et 2D-geometriprogram og kuglen i et 3D- geometriprogram
og bestemme ligninger ved brug af programmernes indbyggede faciliteter.

Eksempel: Omskrivning af ligninger til cirkel eller kugleligninger pa normal form
En kugles ligning pa normal form er som angivet i seetningen. Et eksempel kunne vaere:

(x=3+(y+2)*+(z—5/=10 (*)

Dette er ligningen for kuglen med centrum i C(3,-2,5) og radius r=+/10.
Ganger vi parenteserne ud kan vi fa vi ligningen skrevet saledes efter at have reduceret:

X +y*+2°—6-x+4-y—10-2+28=0 (**)
Vi har regnet i handen og her anvendt de to kvadratsaetninger, som vi har praesenteret i C-bogens kapitel 7:
(@+b)}=d*+b*+2-a-b (@—bP?=d*>+b*>-2-a-b

(Kontroller evt. udregningerne med en expand-kommando).
Da vi blot har ganget parenteserne ud, fremstiller de to ligninger (*) og (**) samme punktmasngde.
Hvis vi havde faet opgivet ligningen (**) skulle vi derfor kunne bestemme radius og centrum ved at omskrive til (*).
Det kan vi ggre efter fglgende opskrift:
Farst flyttes tallet 28 over pa den anden side:
X +y'+2°—6-x+4-y-10-z2=-28 (***)
Leeg nu meerke til, at koefficienterne —6, +4 og —10 til de tre led —6-x, +4-y og —10-z hver for sig er det dobbelte
af de tal, der indgar i parenteserne i (*). Disse tal stammer fra koordinaterne til centrum. Derfor kan vi afleese koordi-
naterne til centrum ved at halvere koefficienterne og skifte fortegn! Og vi kan opskrive venstreside af ligningen (*):
(x=3+(y+2) +(z-5)°
Men ganger vi fx parentesen (x —3)” ud, far vi
(x=3)=x*-2-3-x+3"=x"—6-x+9
Tallet 9 "mangler” i (***) for at vi kan anvende kvadratsaetningen baglaens (fra hgjre mod venstre). Tilsvarende
mangler vi tallene 22 =4 og 5> =25 for at kunne omskrive til y og z - parenteserne. Derfor laegger vi disse tal til pa
begge sider i (***):
X*—6:x+9+y’ +4-y+4+2°-10-2+25=-28+9+4+25
(X*=6-x+9)+(y*+4-y+4)+(z*—-10-2+25)=10 Reducer og saml i parenteser
(x—3f +(y+2) +(z—5/=10

Vi aflaeser: Ligningen fremstiller kuglen med centrum i C(3,-2,5) og radius r=+/10.
Bemaerkning: Giver reduktionen O pa hgjre side, fremstiller ligningen ét punkt, nemlig C. Giver reduktionen et nega-
tivt tal, er der ingen punkter, der tilfredsstiller ligningen.

Dvelse 22

Undersgg, hvilken punktmangde fglgende ligninger beskriver:
2 2 2 _
a) X+y —12-x+8-y+3=0 c) X +y +z°-2-x+6-y—4-z-22=0

2 2 2 —
b) X4y —2-x+4-y+5=0 d) x"+y'+z°+8-x—-6-y—-2-2+121=0

3. Skalarprodukt af vektorer i plan og rum

Der findes to forskellige produkter af vektorer, hvor det ene resulterer i en skalar (et tal) og den anden resulterer i
en vektor. Naturlig kaldes disse for skalarprodukt og vektorprodukt. Skalarproduktet gaelder bade i plan og rum,
mens vektorproduktet kun findes i rummet.
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4.1 Skalarprodukt i koordinater
Definition 1: Skalarprodukt i koordinater
Plan Rum
To egentlige vektorer G ogb i planen har koordina- To egentlige vektorer g ogb i rummet har koordi-
terne: naterne:
a - (b a b
g=| '| og b=| "' ~ ! = !
a, b, a=|a, og b=|b,
03 b3
Skalarproduktet af G og b er defineret ved: Skalarproduktet af G og b er defineret ved:
deb=a,-b, +a,-b,+a,-b, deb=a,-b, +a,-b,+a,-b,

Skalarproduktet kaldes ofte for prikproduktet pga. symbolet, der anvendes til at beskrive begrebet, nemlig en prik.
Prikken ligner, men ma ikke forveksles med et almindeligt gangetegn. Nar vi skriver skalarprodukter op, sa skal prik-
ken veere tydeligt markeret. For at tydeligggre det, markerer vi det her med symbolet «. Nar vektorer lgsrives fra
geometriske pile, sa kaldes skalarproduktet ogsa for det indre produkt i et vektorrum.

Praxis: Skalarprodukt i vaerktgjsprogram
| de fleste vaerktgjsprogrammer findes der en indbygget kommando til bestemmelse af skalarproduktet.

3 = -5 -
Har vi Fx givet g := {4] og b= (6 ], anvender man en indbyggede kommando, som fx: dotP(a,b)=9.

Dvelse 23

Beregn skalarproduktet af de to vektorer g og bi planen i hvert af nedenstdende tilfalde.

N A SR R R

@Dvelse 24
Tegn ovennaevnte vektorer parvist med fzelles udgangspunkt i et 2D-geometriprogram, og overvej, hvad man kan
sige om vinklen imellem vektorerne ud fra skalarproduktets veerdi. Formuler den saetning, der ser ud til at gaelde.

Dvelse 25

A _ (a
Vis, at a«d =0, for enhver vektor a:( 1J i planen.
aZ

@velse 26. Regneregler for skalarprodukt
Vis, at Geb =bed , dvs. at skalarproduktet opfylder den kommutative lov.
Vis, at (s-d)eb =de(s-b)=s-(db), dvs. skalarproduktet opfylder reglen om at gange en skalar s pa.

Vis, at de(b +C)=deb +aG-C, dvs. at skalarprodukt opfylder den distributive lov.
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@velse 27. Kvadratsaetninger inden for vektorregning
Vis ved hjalp af regnereglerne fra gvelsen ovenfor, at vi kan regne saledes:

a) (G+b)s(C—d)=GeC—ded +beC —bed

b) (G+b)s(G —b) =G+ —Gsb+bed—bsb=a>—b?, fordi Geb=bed .

c) (@+b)=a*>+b*+2-dsb og (@—b)=a>+b*>—2-Geb

Bemaerk. vi skriver skalarproduktet af en vektor med sig selv som &, ligesom vi ggr med tal.

Dvelse 28

Beregn skalarproduktet af de to vektorer a og birummet i hvert af nedenst3ende tilfeelde, og kontroller dine resul-
tater i et veerktgjsprogram.

2 -1 3 4 =2 7
a)d=|6|oghb=|4 b)d=|—-6|og b=|3 c)a= og b=| -8
3 =2 2 3 5 6

Geelder den saetning du formulerede ovenfor for vektorer i planen mon ogsa for vektorer i rummet?

Dvelse 29

. - = =2 — al
Vis, at aea=a =|a

2 , for enhver vektor Ez( j i plan og rum.

2

3.2 Skalarprodukt og vinkler

Det fine ved skalarproduktet er, at man kan vise, at det er helt uafhaengigt af, hvilket koordinatsystem vi vaelger. Det
betyder nemlig, at man fra situation til situation kan laegge koordinatsystemet praecis sadan, at den problemstilling,
man star overfor, bliver mest simpel fx, nar vi skal bestemme vinkler mellem vektorer.

Saetning 8: Skalarprodukt og vinkel mellem vektorer
Skalarproduktet af to egentlige vektorer kan beregnes ved produktet af de to vektorers leengder og cosinus
til vinklen mellem vektorerne, dvs.

6-5:|6| -‘5‘-cos(v)

hvor v er vinklen mellem ¢ og b.

Bevis:
Vi vil opfatte de to vektorer @ og b samt deres dif- -
ferensvektor som tre linjestykker, der sammen dan- a oA
ner en trekant (se figur). Saledes er de tre sidelaeng- a—h

der i trekanten bestemt ved leengden af hver af de
tre vektorer.

Fra gvelse 27 har vi:
(@—b)=G*+b*>—2-Gsb
Med anvendelse af gvelse 29 kan dette omskrives til:

|6 -b| =[a[ +[B[ —2-a-b (*)

Fra cosinusrelationen har vi, med c =d—b
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~ ~ —2 -
|c|2=|a|2+|b| —2~|a|~|b|-cos(v) (**)

Men (*) og (**) er to udtryk for |E|2 =‘6—52 , sa hgjresiderne er ens:

6" +[b|" ~2-d+b =|a[" +[B| ~2-|a|-[B]-cos(v)

—2-Geb =—2~|6|~‘5‘~cos(v) Reducer

Geb = |6|~‘5‘~cos(v) Divider med —2
Hermed er szetningen bevist. %
@velse 30

Vis, at formlen ogsa er opfyldt, hvis vektorerne er parallelle.

(Vink. udnyt, at vi kan skrive 5=5~5, samt regnereglen: (s-d)sb =s-(d+b). Der er to tilfelde! )

Af beviset for seetning 8 fglger ogsa:

Saetning 9: Skalarproduktet er uafhangigt af koordinatsystem
Skalarproduktet af to egentlige vektorer i plan og rum afhaenger ikke af det valgte koordinatsystem.

Bevis:
Undervejs omskrivning i beviset ovenfor sa vi, at

—|2 -2 —
‘E—b‘ :|6|2 +‘b‘ —2-aeb, som omskrives til:
= 1 (g 7P |= P
asb =E-(|a|2 +‘b‘ —‘a—b‘ )
Dvs. skalarproduktet afhanger kun af vektorernes leengder samt sumvektorens leengde. Men summen af to vektorer

er jo defineret helt uafhaengigt af koordinatsystemet, og det er laengden af en vektor ogsa! Altsa er skalarproduktet
uafhaengigt af, hvilket koordinatsystem vi arbejder indenfor (blot enheden holdes fast).

@velse 31. Vektorbevis for klassisk geometrisk saetning
a) Vis, at |a—5|2 +|a+5|2 =2-|a[’ +2-|E|2 .

b) Tegn en skitse af et parallelogram udspaendt af to vektorer a ogE, hvor du tegner sumvektoren og differensvek-
toren ind i parallelogrammet. Benyt din skitse samt ovenstaende resultat til at argumentere for fglgende: | et paral-
lelogram er summen af diagonalernes kvadrater lig med summen af sidernes kvadrater.

@velse 32. Hvorfor ikke gange vektorer ligesom vi adderer dem?
Vektoraddition sker koordinatvis og giver en ny vektor. Det ville derfor vaere naturligt at overveje at indfgre multipli-
kation af vektorer efter samme ide. Lad os prgve, og lad os betegne dette med symbolet ©.

-~ [G T bl o - A bl al’bl
Givet vektorerne a= og b= , sa definerer vi: a©b= © = .
a, bz a, bz a, 'bz

. (2 - (0 N 0) (2-0) (0O
Betragt fx vektorerne a:( J og b:( j Her far vi: a@bz[ j@( J:[ J:[ j
0 2 0 2 0-2 0

Nu drejes koordinatsystemet svarende til at begge vektorer drejes 45° i positiv omlgbsretning.

a) Tegn situationen og vis at i det nye koordinatsystem har vektorerne fglgende koordinater:

© 2018 L&R Uddannelse A/S ® Vognmagergade 11 e DK-1148 ¢ Kgbenhavn K ¢ TIf: 43503030 ¢ Email: info@Iru.dk
& KOPIERIMNG FORBUDT



e

Hvad er matematik? 2 R
ISBN 9788770668699 Uddannelse

Projekter: fra kapitel 7 Projekt 7.17 Vektorer i 3d og analytisk rumgeometri EGMONT

V2) L (A2

a=

og
2 2
I )
b) Vis, at i det nye koordinatsystem far vi: a©Ob= 5
c) Det nye produkt afhaenger saledes af koordinatsystemet. Giv en begrundelse for, at det derfor ikke kan vaere saer-

ligt anvendeligt.
d) Vis, at skalarproduktet giver samme tal i de to systemer.

Praxis: Vinkel mellem vektorer

Vinklen mellem de to vektorer betegnes ogsa v= 4(6,5) . Gradintervallet for ver 0°<v <180°, og vi siger,
at v er den vinkel som den ene vektor skal drejes for at blive ensrettet med den anden. Vi regner ikke vink-
ler med fortegn, dvs. £(d,b)=Z(b,d).

Geometrisk kan vi forsta skalarproduktet som leengden af g ganget

med laengden af b’s projektion pa g (eller omvendt), fordi vi kan
leese skalarproduktet som

5-5=|6|-(‘5‘~cos(v))

hvor ‘5‘-cos(v) netop svarer til leengden af projektionsvektoren Ea-

Dvelse 33

Ggr omvendt rede for, at man ogsa kan forsta skalarproduktet som lseengden af Eganget med leengden af

a ‘s projektion pa b.

Skalarproduktets fortegn afhanger af om vinklen v = Z(d,b) er spids eller stump. Det ses let, idet vi kan leegge to

vilkarlige vektorer @ og b med udgangspunkt i en enhedscirkels centrum, hvorved vi far:

S}

v stump -

A 4
Y

cos(v)

Vinklen mellem vektorerne:v=£(d,b) | Fortegn for cosinus | Fortegn for skalarprodukt

0°<v<90° cos(v)>0 Geb>0
v=90° cos(v)=0 Geb=0
90° < v <180° cos(v)<0 Geb<0
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@Dvelse 34

Angiv fortegnet for skalarprodukterne af de viste par af vektorer:

- b -

b b b b
"} Vv
" -
-+ - - a
a a a -
a

Specielt laegger vi maerke til, at to vektorer er ortogonale, nar deres skalarprodukt er nul, og omvendt, at nar skalar-
produktet af to vektorer er nul, sa er vektorerne enten ortogonale eller ogsa er en eller begge vektorer en nulvektor.
Dette er et vigtigt resultat, som vi derfor formulerer i en szetning:

Saetning 10: Ortogonale vektorer
Skalarproduktet af to egentlige vektorer er nul praecis nar de er ortogonale:

d_Lb er ensbetydende med deb=0

@velse 35
Undersgg, om fglgende par af vektor i rummet er ortogonale:
4 3 5 -4 -1 12
a)d=|-3|ogh=|8 b) a= og b= c)d=|5 |oghb=|2
6 2 -4 1 2 1

Eksempel: Bestem parameter for ortogonalt vektorpar
Metode 1: Handregning
To vektorer i planen er givet ved:

L)ool

hvor t er et tal, teR.

Vi vil bestemme vaerdier af t, der ggr, at 1b , dvs. at vektorerne er ortogonale.
Vi udregner skalarproduktet:

(2t t ,
Geb = | |=2-tt+(-t-4)4=22-4-t-16
—t-4)\4
Vi far altsé en andengradsligning i t, som har diskriminanten: d =(—4)° —4-2-(-16)=16+128=144>0, dvs. der er to
Igsninger:

_—-A)£y1a4 _4+12

2:2

Konklusion: @ og b er ortogonale, nar t =—2 eller t=4, dvs. nar

Al e o]

Metode 2: Vaerktgjsprogram

=1+3,dvs. t=-2 eller t=4

2-t - t
Vi definerer vektorerne a :=£ ) 4] og b:= (4], og opstiller den ligning, der skal Igses:
dotP(d,b)=0 > 2-t>?—4-t—16=0
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og lgser den med solve:
solve(dotP(d,b)=0,t) > t=—-2 v t=4

Herefter udregnes de ortogonale vektorpars koordinater med en betinget kommando:

o[

og tilsvarende for den anden parametervaerdi.

jog b, :=b|t

Kontroltegning:
AY
b b
X
) >
a

De to par af vektorer, der er Igsning til opgaven i eksemplet.

@velse 36
To vektorer i planen er givet ved:

ooy

hvor t er et tal, teR.
Bestem den veerdi af t, der ggr at Gglb.

Eksempel: Skalarprodukt til bestemmelse af vinkel mellem vektorer
Der er givet vektorerne:

(s

Vi vil bestemme vinklen mellem disse to vektorer.
Metode 1: Beregning i et veerktgjsprogram

e

Uddannelse

EGMONT

Vi vil nu benytte skalarproduktet til at bestemme vinklen. Vi omskriver skalarproduktet og isolerer cos(v):

deb
cos(v)=—-—
al- |
cos(v)= 6:12+8(-5) Indsaet udregning af skalarprodukt og lsengder
V62 +87 (127 + (-5)
cos(v)=——— Reducer

v=cos " 32 =75,75° Anvend cos ! (eller arccos)
10-13

Man kan ogsa benytte et vaerktgjsprograms indbyggede faciliteter. Man definerer de to vektorer
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ol

og indsaetter i formlen, hvor vinklen er isoleret:

doEp(a,b) _|_75750
norm(a)-norm(b)

V= arccos[

2. Metode: Konstruktion i et geometriprogram

Konstruer vektorerne i et 2D-geometriprogram med feelles ud-
gangspunkt i (0,0),0g benytte en indbygget kommando i vaerk-
tgjsprogrammet til at bestemme vinklen mellem vektorerne.

v x

Q(12,-5)

@velse 37
| et koordinatsystem i rummet er der givet tre punkter A(1,1,1), B(3,5,5) og C(0,-3,-7).
a) Bestem vinklen mellem AB og AC

b) Plot de tre punkter i et 3D-geometriprogram, konstruer forbindelsesvektorerne AB og A—Cog bestem vinklen mel-
lem disse med programmets facilitet.

3.3 Parameterfremstilling for en ret linje i plan og rum

En ret linje er som bekendt fastlagt ved to punkter pa linjen. Vi vil nu beskrive en ret linje / ud fra ét punkt pa linjen
samt en vektor.

Vi lader Py(x,,Y,) betegne det faste punkt pa linen /, og vi lader 7 R

betegne en vektor, der er parallel med /.

P(x.y)
Vi lader punktet P(x, y) betegne et variabelt punkt pa linjen /, dvs.

vektoren F{)—P er parallel med linjen. F{)—F; er derfor ogsa parallel P (x.y)
0070

med r , altsa findes der en skalar s, saledes at
PP=s-F
_— 7 /
OP—-OFP,=s-
OP=0P, +s-7

N

|
>

Y

S
©)

r
Vi omskriver nu til koordinatform. Er det en linje i planen og saetter vi F=£ lj, far vi:

r2
X X, r,
= +s- ,hvorse R
y Yo h,
Ofte er det i beregninger hensigtsmaessigt at have linjens parameterfremstilling skrevet pa formen:
X=X,+51
y=y,+sr,

En linje har saledes uendeligt mange parameterfremstillinger svarende til, at vi vaelger et af de uendeligt mange an-
dre punkter pa linjen som B, og en anden vektor parallel med r¥ som retningsvektor.
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Helt analogt far vi en parameterfremstilling for en
linje i rummet pa formen:
X X

Plxy,z)

r

g X, +s- r Po(Xo,Y0,20)

0
Y= Yo | TS| h |5 VotsSh |,
4 V4

o r Z,+S 1

hvorse R

@velse 38
En ret linje m i rummet gar gennem punkterne A(2,-6,1) og B(5,-4,3).

Bestem /TB, og bestem en parameterfremstilling for m .

Eksempel: Fortolkning af parameterfremstillingen for en linje
En ret linje i planen har parameterfremstillingen:

CHE (2T

Vi kan betragte punktet P(x,y), som en partikel der y

over tid gennemlgber linjen. Fx kan partiklens posi-
tion til tiden t =2 bestemmes saledes: P

x) (8-42) (0 a
“l3422])7 17 Cli
y .

Tilsvarende med andre veerdier af t . t=of
Illustrationen viser partiklens position til forskellige =T P,__(12,1)

tidspunkter. Punkterne er indtegnet sammen med ///// . X
de tilhgrende stedvektorer.

Eksempel: Vektorfunktioner
Ovenstaende kan generaliseres til at omfatte meget andet end linjer, idet
banekurven for en partikel, der bevaeger sig over tid, kan beskrives ved en X

t
vektorfunktion af typen: 5(t) :(XETD ,hvor te R
y

Funktionerne x(t) og y(t) er reelle funktioner, som ikke behgver vzere lineaere, men fx kan det vaere polynomier. Her-

ved man fx kan fa en parameterkurve, der krydser sin egen bane — og det mere end en gang! Den slags funktioner
ser vi neermere pa i HEM3, kapitel 4 om Vektorfunktioner og parameterkurver.
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Eksempel: Ortogonale linjers haeldningskoefficienter ry
To rette linjer  og m i planen, der har haldningskoefficien- I

terne a, og a,_, har parameterfremstillingerne:

X X, 1
I = +t- ,teR og
y yo CI/
m: = +t- ,teR
y Y, a,
Nar to linjer er ortogonale, er skalarproduktet af deres ret-
ningsvektorer nul. Heraf far vi:

o)

1+a,-a,=0

a-a,=-1

m

Dvs. nar man ganger ortogonale linjers haeldningskoefficienter, sa far vi —1.

Praxis: Retningsvektorer og haldningskoefficienter
Hzeldningskoefficienten for en ret linje i planen kan bestemmes ud fra linjens retningsvektor ved at for-
korte vektoren sa fgrstekoordinaten bliver 1. Pa symbolsk form ser det saledes ud:

X X, n X Xo 1
I = +t- , te R er ensbetydende med /: = +s:\r, [, seR
y yO ,'2 y yO E

Linjen | har altsa haeldningskoefficienten g, =%.

@velse 38 Retningsvektor og haeldningskoefficient for en ret linje i planen

En ret linje /i planen er parallel med a =(1 j, og gar gennem punktet P,(3,-2).

a) Bestem en parameterfremstilling for /, og bestem hzeldningskoefficienten for /.
b) Er/ortogonal pa linjen med ligningen y=-0,25-x-1,257

Eksempel: Parameterfremstillingen for en cirkel- eller kugletangent 4
En cirkel har ligningen (x—2)* +(y—5)> =10°. Vi vil bestemme en parame-
terfremstilling for tangenten til cirklen i punktet P(13,8).

Som naevnt i afsnit 1.1 vil tangenten sta vinkelret pa radiusvektorElT’, og

derfor vil tvaervektoren til CP vaere en retningsvektor for tangenten. Vi

o 5:[13_5j:(2j’dvs. 573:(;6j \

8-2

= _ (-3
Vi kan veelge at forkorte CP (divider begge koordinater med 2), sa vi far retningsvektoren: r, =[4 J .

Regner vii handen, er den nemmere at regne videre med.

X 13 -3
Vi far saledes tangentens parameterfremstilling: ( J:(S J+S‘(4 J, seR
y
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Bemeerkning! | et 2D-geometriprogram kan vi konstruere cirklen og afsaette punktet P(13,8) pa cirklen. Derefter kan
vi konstruere radiusvektor samt tangenten vinkelret radiusvektor i P, og derefter bestemme en ligning (!) for tangen-
ten, som vi sa kan omskrive til en parameterfremstilling. Prgv selv!

@velse 39
En cirkel har centrum i C(1,2) og radius 5.

Bestem en parameterfremstilling for tangenten til cirklen i P(4,6).

Eksempel: Skaering mellem linjer givet ved parameterfremstillinger

1
En linje mi planen er parallel med a =( ZJ' og gar gennem punktet P,(4,5).

En anden linje /i planen er givet ved parameterfremstillingen:

L)) e

Bestem koordinatsaettet til skeeringspunktet mellem de to linjer.
Vi opskriver en parameterfremstilling for m:

X 4 1 4+s
=| _|+s- =
y 5 -2 5-2-5s
og ser, at retningsvektorer ikke er parallelle, sa linjerne skaerer hinanden. Overvej selv dette!

Metode 1: Vaerktgjsprogram
Vi bestemmer parametervardierne i skeeringspunktet mellem de to linjer ved at Igse to ligninger med to ubekendte,
idet vi seetter koordinatszettene lig med hinanden, dvs.

4+s \ (4+2:t
(5—25j=[—2+3¢J
A+s=4+2-t
5-2-5=-2+3-t

Vi har saledes et ligningssystem med to ligninger og to ubekendte s og t.
Disse kan Igses i handen fx ved lige store koefficienters metode. Her bruger vi et vaerktgjsprogram:

4+s=4+2-t
solve ,S,t| >s=2andt=1
5-2-s=-2+3-t

Koordinatsaettet til skaeringspunktet bestemmes nu ved at indsaette fx t=1i/:

LG

Kontrollere selv resultatet ved at indsaette s=2 im

2. Metode: 2D-geometriprogram 4y
Har vi et geometriprogram til radighed, kan vi konstruere de to linjer
ud fra to punkter pa hver af linjerne:

Linjen I: seet t=1:

(e o2 s s

Linjen m: seet t=2:

)2 ([ o o
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Vi plotter de fire punkter ind og konstruere linjerne, hvorefter vi bestemmer skaeringspunktet mellem de to linjer
ved en indbygget kommando i veerktgjsprogrammet.

Bemeerk, at begge metoder ogsa virker for linjer i rummet, hvor vi far oplyst, at linjerne rent faktisk skaerer hinanden
(ikke er vindskaeve), her far vi blot tre ligninger med 2 ubekendte.

Dvelse 40
2

En linje m i rummet er parallel med d=|1 |, og gar gennem punktet P,(5,4,-2).
-3

a) Opskriv en parameterfremstilling for m .

En anden linje | i rummet er givet ved parameterfremstillingen:

X 0 -1
yl|=|7|+t-|5 |, teR
Z 7 3

Det oplyses, at de to linjer | og m skeerer hinanden i et punkt S.
b) Bestem koordinatsaettet til S ved 1. metode: Lgsning af et ligningssystem i et vaerktgjsprogram.
c) Kontroller resultatet ved konstruktion i et 3D-geometriprogram.

3.4 Parameterfremstillingen for en plan i rummet
En plan @i rummet kan ogsa beskrives ved en parameterfremstilling efter samme principper som ovensta-

ende, blot skal vi ud over et fast punkt i planen kende to vektorer der udspaender planen. Vi lader Fy(x,,Y,)

betegne det faste punkt i planen, og vi lader p og g betegne to ikke-parallelle vektorer, der begge er pa-
rallelle med planen.

Vi lader punktet P(x, y) betegne et variabelt punkt pa planen, T

dvs. vektoren IA%CP falder sammen med planen, og da planen

er udspaendt af p og g, sa findes to en skalarer s og t, sale-

des at T Pdoy.2)
RP=s-p+t-G )
OP-0R,=s-p+t-G / ’
OP=0P, +s-p+t-G )
12 a,
Vi omskriver til koordinatform, idet vi ssetter p=| p, | og G=| q, |, og vi far
Py a;
x\ (% P, a,
y|=| V¥, |+s|p, |+t:|q, |, hvors, teR.
z) 2 P, as
@velse 41
5 -3
Enplan & erudspaendtaf p=|1| og g=| 6 |, og @indeholder origo 0(0,0,0).
3 4

Opskriv parameterfremstillingen for & .
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@velse 42
Punkterne A(2,6,—-4), B(-6,—4,3) og C(5,—4,0)liggerien plan .
Opskriv en parameterfremstilling for « .

4. Projektioner i plan og rum

Vi har i afsnit 2 defineret, hvad vi forstar ved projektioner af punkter og vektorer.
Sla evt tilbage og se illustrationerne dér. Givet to vektorer, kan vi altid afsaette -
reprasentanter ud fra et feelles punkt. Punktet og de to vektorer udspaender en
plan, sa vi kan altid betragte projektioner, som noget der foregar i en plan.

Vi vil nu vise, hvordan man kan bestemme en projektionsvektors koordinatsaet
og dens laengde i forskellige sammenhange i planen og i rummet.

oy

4.1 Projektion af vektor pa vektor i plan og rum

Saetning 11: Projektion af vektor pa vektor i plan og rum

Der er givet to egentlige vektorer d ogB. Projektionen af g pa b er bestemt ved vektoren:

=5 Geb
a; =%-b, der har laengden: |55|: —
E 4
hvor |Gsb| betegner den numeriske vaerdi af skalarproduktet.

Bemeerk, at 65 har samme retning som b , hvis tallet Geb er positivt, modsat retning, hvis Geb er negativt, og at 65 er

nulvektoren, hvis Geb er nul. | det sidste tilfeelde er @ og b ortogonale.

Opskriv selv formlen for projektionen af b paa!

Bevis:

Vi gennemfgrer beviset med illustrationen i planen, som udgangspunkt. Vi kalder projektionen af a pa b for d, , som

vist pd figuren. Da d; og b er parallelle, sa findes saledes et tal s, sa:

aE=s~b

Den vektor, der repraesenteres af pilen fra spidsen af g; til spidsen af a (se illustrationen) kaldes for @ s normalpro-

jektion og betegnes a_ . Ud fra definitionen pa projektion gzelder, at a, er ortogonal pa b . Vi har nu:

d=a;+a,
d=s-b+a, Indsaet EE=5-5
deb=(s-b+ad,)b Prik med b )
Geb = 5-5-5+6n b Udnyt regneregel for skalarprodukt 2 5
6-5=5~‘52 Udnyt bla., at G, L b
d-b
s=———-. Isoler s g
b b b

Indszettes nu udtrykket for s EE =s-b farvi den forste formel.
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Formlen for leengden af projektionen far vi af fglgende udregning:

. |ab Gsb
-‘b‘=

C
hvor vi har anvendt, at der for et tal t og en vektor v geelder: |t~\7|:|t|~|\7| .

Geb

b -
[

GiE

;1= =

b

Overvej selv hvorfor denne formel gaelder (anvend definitionen pa t-v ). %

Af seetning 11 fglger:

n
Saetning 12: Normalprojektion
Givet to vektorer G og b .
a ‘s normalprojektion til vektor b , der betegnesa,, er be- ; - =-
stemt ved: fn = a7
. _ Gsb - g . I
a,=a———=-b T
‘b‘ ag b
Bevis:

Resultatet ses ved figurbetragtning!

Eksempel: Projektion af vektor pa vektor
Metode 1: Handregning
To vektorer i planen er givet ved:

R

Vi vil bestemme a s projektion pa b.
Vi udregner fgrst skalarproduktet:

Geb=| | |=6-3+(-2)-4=10>0,
-2)\a

hvilket svarer til at projektionsvektoren er ensrettet med b.

Vi bestemmer laengden af b:
|b|=+/3"+4% =25 =5.

Ved indsaettelse i formlen far vi derfor:
. 10 (3 3 1,2
5° (4 4 1,6

Metode 2: Veerktajsprogram
Vi definerer f@rst de to vektorer:

e

og derefter udregner vi projektionen med de indbyggede kommandoer til beregning af skalarprodukt og laeengden af
en vektor fx:

_ dotp(d, b) B (LZJ

a 2 —
norm(b)’ 1.6

b
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Metode 3: 2D-geometriprogram
Afsaet de to vektorer som stedvektorer for de to punkter A(6,-2) og

B(3,4) . Herefter konstrueres en linjegennem A og vinkelret pd b .
Skaeringspunktet mellem denne linje og b er projektionen af punk-
tet A pd b, som vi her har kaldt A, . Da projektionsvektoren bliver
stedvektor for A, , far den samme koordinater. Vi aflaeser koordina-

¥ X

terne for projektionspunktet A, (1.2,1.6), og vi konkluderer:
(12
%7161 A(6,-2)

Bemeerk, at alle tre metoder ogsa kan anvendes ved bestemmelse af projektioner i rummet — Her anvender man sa
blot et 3D-geometriprogram i stedet.

@velse 43
To vektorer i planen og to vektorer i rummet er givet ved:
5 -4
. (1 - (-6 ~ ~
Plan: a= 9 og b= 5 Rum: a=|6 | ogb=|3

-2

Bestem 4 's projektion a, pa 5, og bestem b’s projektion BE pa d . Veelg selv metode.

4.2 Projektion af vektor pa linje i plan og rum

Vi har nu en metode til at projicere en vektor pa en vektor, og som navnt i indledningen giver denne metode os
ogsa Igsningen pa at projicere en vektor g ned (ind) pa en linje /i plan og rum, fordi vi bare skal projicere vektoren
ned (ind) pa linjens retningsvektor.

4 X 3 7
Vi vil projicere d=| 5 |ned pa linjen I med parameterfremstillingen | y |=| =2 |+s-|1 |, se R.
-3 z 6 -4

Ved indsattelse i projektionsformlen far vi:
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4 7
5 |41
o s 7 7 4,77
_ as _ - — 35
=—Ll =221 |==:1 [=|0,68
i

('\/ 49+1+16 )2 -4 66 -4 -2,73

@velse 44
En linje m i rummet har parameterfremstillingen:
X 4 2
y|=|-5|+s-3
z -1 8
2
a) Bestem projektionen af a=| 1 | pa m ved beregning
5

b) Arbejder du i et 3D-geometriprogram, sa lgs samme opgave ved fgrst at bestemme to punkter pa linjen.

4.3 Projektion af vektor i plan i rummet

Nar vi skal projicere en vektor a ned i en plan & kunne vi vaelge at projicere de to endepunkter for en repraesentant
nedi &, og ud fra disse bestemme projektionsvektoren. Det er imidlertid lettere at ga en lille omvej, inspireret af
saetning 12 om normalprojektion. Der geelder nemlig fglgende seetning:

Saetning 13: Projektion af en vektor pa en plan i rummet
Lad g veere en egentlig vektor i rummet. Projektionen a
nedien plan &, der har normalvektorn, er givet ved diffe-
rensvektoren mellem @ og a ‘s projektion pa n :

S e -
a,=a—a; dvs. a,=0——-n
I
[*3
Bevis:
Af figuren fremgér det, at 0. +0d,=d, altsd er d, =d—d, . Projektionen 0 af d pd n bestemmer vi ved projektions-
formlen:
G
AT n
7]
L e v
ogdermeder a,=a— |*|2 ‘n.
n

Bemaerkning. Hvis a er parallel med &, sder d,=a.
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@velse 45 A(5,-1,6) z

Pa figuren ses trekant ABC i rummet, hvor koordinatsaet-
tene til hjgrnepunkterne er angivet. Opgaven kan lgses
bade ved beregning og ved konstruktion i et 3D-geome-
triprogram. Metoderne er sidestillede. Har du adgang til
et geometriprogram, sa kan du Igse dem med begge me-

B(-1,5,4)

toder, og sammenligne: Hvilken er lettest? Og hvilken Y
metode giver det bedste overblik?
a) Bestem vektorerne AB, BC og AC, og bestem deres A:Q/ !
. . . \
projektionsvektorer i xy-planen x G

b) Underspg, om projektionen af hgjden fra Ci trekant ABC svarer til hgjden fraC; i trekant A,;B,C; .
Vink: Betragter vi hgjden som en vektor HC , hvor H er fodpunktet for hgjden, sa erHC =AC—AH , hvor AH jo erAC s
projektion pa AB. Tilsvarende kan hajden i trekant A,B,C, bestemmes og sammenlignes med HC s projektionsvektor.

5. Determinanten for et vektorpar i planen

Skalarproduktet af en vektor og en anden vektors tvaervektor, dvs. udtrykket aeb viser sig at vaere anvendeligt i flere
sammenhange, og man har derfor indfgrt en saerlig betegnelse for dette.

Definition 2: Determinanten af et vektorpar
e -~ (b
Determinanten af et par vektorer a=( 1) ogb :(bll er defineret som skalarproduktet af tvaervektoren til
aZ 2
= n = 2 7_[T bl
d med b: det(d,b)=d+b= . =-a,-b, +a,-b,
al 2

@velse 46
Vis, at det(d,b)=—det(b,d), og at det betyder, at Geob=—bed .

Praxis: Determinantsymbol og huskeregel
Af og til benyttes et saerligt determinantsymbol, som bestar af to lodrette streger, hvor inden for vektorer-
nes koordinater er placeret i et talskema:

- al bl
det(a,b)= =a,-b,—a,-b,
a

2 2

Det kan veaere en hjzlp til at huske beregningen, at man regner i en slgjfe inde i talskemaet:
a, >V by

@velse 47
Bestem determinanten af fglgende vektorpar:

A R
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Satning 14: Parallelle vektorers determinant

. = al i b1
Et par af egentlige vektorer a= og b= b

jer parallelle netop nar determinanten er nul:
a
2 2

d||b netop nar det(d,b)=0

Bevis:

Hvis & og ber parallelle, sa er 3og bvaere ortogonale, og derfor er
deres skalarprodukt nul: Geb=0.Dermed er det(d@,b)=0.
Omvendt, hvis determinanten af ¢ og ber nul, sa er 3-5=0, dvs. @

og b ma vaere ortogonale, men da d og a ogsa er ortogonale, sa ma

a og bveere parallelle. 4

@velse 48: Bestemmelse af parameter for parallelle vektorer
For hvilke veerdier af s er fglgende vektorpar parallelle?

I R P PR

Da determinanten af et vektorpar er defineret som et skalarprodukt, og da vi ved dette er uafhaengigt af koordinat-
systemet, sa er determinanten ogsa uafhangigt af koordinatsystemet — dog skal man huske, at tvaervektoren jo er

bestemt ved en positiv drejning, dvs. omlgbsretningen for det valgte koordinatsystem skal vaere den samme.

Saetning 15: Determinant og vinkel mellem vektorer

Determinanten af et par af vektorer a ogE kan beregnes ved produktet af de to vektorers leengder og si-
nus til vinklen mellem vektorerne, dvs.:

det(d,b) = Geb =|6|~|E|~sin(v)

hvor v er vinklen mellem & og b , regnet med fortegn i forhold til om Igbsretningen

Bevis:
Vi veelger et koordinatsystem, sa a ligger langs med og er ensrettet med

x-aksen. Drejningsvinklen fra a til b regnes med fortegn.
Pa den gverste figur er drejningsvinklen positiv, mens den pa den neder-
ste figur er negativ.

a og b far sa koordinatszttene:
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|{j| ~ ‘b‘ -cos(v)
a= og b=| _
0 ‘b‘ -sin(v)

Overvej dette, specielt hvorfor koordinatszaettet har samme form i de to
tilfeelde!

~ (0
Tvaervektoren til g er derfor givet ved: a =(|ﬂ j ,
a

og udregner vi determinanten, d«b, sa far vi:

Qp

(0 ‘5‘~cos(v) ~ . N
-b=[a} _ :0-‘b‘-cos(v)+|6|-‘b‘~sin(v):|6|~‘b‘~sin(v)
|a| ‘b‘sin(v)

Bemaerkning: Hvis 6:5:6, sa findes der ingen vinkel mellem de to vektorer og determinanten szettes lig med nul.
Hvis blot d =b , Sa bekreaefter satningen relationen mellem en vektor og dens tvaervektor:

3-62‘3‘-|6|-sin(0°):0

Praxis: Determinanten i et veerktgjsprogram
Den nemmeste made, at bestemme determinanten i et vaerktgjs program er at udnytte en indbygget kom-
mando af samme type som determinantsymbolet, hvor koordinater skrives i en kvadratisk matrice.
Determinantens fortegn afhaenger -
- b
af fortegnet for vinklen fra a til b, Sin[v)0
fordi sin(—v)=—sin(v), dvs. hvis
- iti - -
vinklen fra g til ber negativ, sa er v PostY g a
determinanten af de to vektorer ne- > > > >
gativ. v negativ
Med vinklen fra & til b menes altid ,
. . . - - sin(v)<0
den mindste drejningsvinkel fra a b
til b.
Der geelder saledes (se illustrationerne:

Fortegn for vinklen fra g til b Fortegn for sinus Fortegn for determinanten af g og b

0°<v<180°: sin(v) >0 det(d,b)>0

v=0° eller v=180°: sin(v)=0 det(d,b)=0

—~180°<v <0°: sin(v)<0 det(d,b)<0

@velse 5.58
a) Udregn determinanten af fglgende vektorpar i et veerktgjsprogram:

vorllfestfy)  melus ] ael)u()

b) Kontroller fortegnet for drejningsvinklen fra g til b ved konstruktion i et 2D-geometriprogram:
<@velse 5.slut>

Ligesom i trigonometrien vil vi ogsa med vektorer gerne kunne beregne arealer af plane polygoner, dvs. af trekanter,
fordi alle andre plane polygoner vil kunne trianguleres. Saetning 16 giver os en formel til beregning af arealet af det

parallelogram (og den trekant), som udspaendes af to vektorer G og b .

© 2018 L&R Uddannelse A/S ® Vognmagergade 11 e DK-1148 ¢ Kgbenhavn K ¢ TIf: 43503030 ¢ Email: info@Iru.dk
& KOPIERING FORBUDT



Hvad er matematik? 2 R
ISBN 9788770668699 Uddannelse

Projekter: fra kapitel 7 Projekt 7.17 Vektorer i 3d og analytisk rumgeometri EGMONT
b b
h
v
v
a a
Figur 1 Figur 2

Saetning 36: Areal af parallelogram / trekant udspzendt af to vektorer
Arealet af det parallelogram, som de to vektorer G og b udspaender, kan beregnes ved:

=|det(d, b)| =|a-b| =/ || sin(v)

parallelogram(d, b)
hvor 0<v<180° er vinklen mellem G og b .
Arealet af den trekant, som de to vektorer g og b udspaender, kan beregnes ved:
1
=

aeb

det(a,E)\ =

trekant(d, b) -

%. :%~|6|~‘5‘osin(v)

Bevis
Fra trigonometrien ved vi, at arealet af trekanten bestemt ved de to repraesentanter for G og b er lig med

_):%~|6|~‘5‘~sin(v)

trekant(d, b
| trekanter regner vi altid vinklerne positive. | koordinatgeometri regner vi vinkler med fortegn. Derfor skal vi her
saette numerisk tegn om udtrykket:

121
;“a|~‘b‘~sm(v)‘

trekant(d, b) -

Seetning 15 giver nu:

1, - M
trekant(d, b) :E.‘det(alb)‘ o8 parallelogram(d, b) _‘det(alb)‘

hvilket er pastanden i saetningen.
<bevis slut>

@velse 5.59
a) Bestem arealet af trekanten udspeaendt af de to vektorer:

sl

b) Indtegn vektorerne i et 2D-geometriprogram, og bestem arealet med programmet indbyggede kommando.

@velse 5.60
De tre punkter A(-3,1), B(2,7) og C(10,6) udspaender en trekant i planen. Bestem trekantens areal ved beregning
og ved konstruktion i et 2D-geometriprogram.

Opgaver
Pa hjemmesiden ligger opgaver i tilknytning til afsnit 6.

7. Vektorprodukt (krydsprodukt)

| planen (2D) kan vi konstruere en vektor vinkelret pa én given vektor ved at danne dennes tvaervektor.

Vi gnsker tilsvarende i rummet (3D) at kunne konstruere en vektor vinkelret pa to givne (ikke-parallelle) vektorer.
Dette opfyldes af det sdkaldte vektorprodukt (ogsa kaldet: krydsprodukt):

| Definition: Vektorprodukt (krydsprodukt) af to vektorer i rummet ‘
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a, b1
Givet to vektorer: d=|a, | og b=|b,
a, b3

Vektorproduktet (eller: krydsproduktet) af de to vektorer er en vektor, der star vinkelret pa bade a og b.
a,-b,—a,-b,
Vektoren betegnes Gxb og har koordinaterne: dxb=|a,-b, —a, -b,

al'bz_az'bl

Vi forklarer nedenfor, hvordan denne formel kommer til veje.

Praxis: Udregning af et krydsprodukt i handen
a, 2 b, 3
Givet G=|a, |=|4 |og b=|b, |=|5|.Opskriv koordinaterne i talblokke saledes:
a, =il b, 2
a;, Gylla; aqfja, o dus 2 4-1 2|4 -1
b, b,|b; by|lb, b 3 52 3|5 2
z y X z y X
Hver af determinanterne er sa lig med den koordinat til krydsproduktet, som de rgde tal angiver.

@velse 5.61
a) Kontroller, at metoden giver det korrekte resultat, dvs. det som star i definitionen.

b) Udregn dxb med ovenstdende taleksempel og undersgg, om @xb er ortogonal p& @ og b .

Praxis: Vektorprodukt i et veerktgjsprogram
Veerktgjsprogrammer har en indbygget kommando til bestemmelse af vektorproduktet. Kommandoen

kan fx hedde: crossP(d, b) (pa engelsk bruges ogsa betegnelsen krydsprodukt). Det foregér saledes:

2 3 -3
Givet a:=| 4 | og b:=| 5 |. Kommandoen crossP() giver san:= crossP(d,b)=| 1
-1 2 -2
@velse 5.62
a) Bestem krydsproduktet af falgende vektorpar ved hjzelp af definitionen
3 -1 ) 4
1)d=|-1|ogb=|6 2)d=|5 |ogh=|5
5 4 7 2

b) Kontroller resultaterne med et veerktgjsprogram.
¢) Undersgg om Gxb er ortogonal p& G og b .

@velse 5.63
a) Vis, at krydsproduktet bliver 0, hvis en af vektorerne er nulvektoren.

b) Vis, at krydsproduktet bliver 0, hvis vektorerne er parallelle (dvs proportionale).(Vink: indsaet G=s-b )

Krydsproduktets retning
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Betragter vi tre vektorer a, b og ¢ i rummet, sa si- .

a

ger vi, at vektorerne danner et hgjresystem, nar vi
kan danne en model af de tre vektorer i raekkefglge
med hgjrehands tommel-, pege- og langfinger. Sam-
menlign med den made, vi indfgrte det tredimensi-
onelle koordinatsystem.

Krydsproduktet dxb er ortogonal pd G og b, oger | Figlr3a
yderligere konstrueret s @, b og dxb udggr et
hgjresystem. Et bevis herfor gives i seetning**

Q

Begrundelse for formlen for vektorproduktet (krydsproduktet).
Bemeerk, at argumentationen bygger pa lgsning af ligningssystemer med determinantmetoden. Denne r forklaret i
afsnit ** om anvendelser.

a b X

1 1
Givet vektorerned=| a, | og b= b, |. Den vektor X =| x, |vi s@ger, skal vaere ortogonal til bade d og b . Dette kan

1

(on

a X

3 3 3

vi udtrykke med skalarprodukter: Koordinaterne til vektor X skal opfylde ligningssystemet:
a,-x,+a,-x,+a,-x; =0 (*) <udfor ligningssystemet>
b, -x,+b,-x,+b,-x,=0
Vi antager nu, at ogE ikke er parallelle. Sa er(a,,a,,a;) og (b,,b,,b;) ikke proportionale. Vi kan derfor antage, at fx
(a,,0,) og (b,,b,) ikke er proportionale. (Overvej dette!)
Disse to kan derfor opfattes som to ikke parallelle vektorer i xy-planen, hvis determinant ikke er nul.
Ligningssystemet (*) omskrives derfor til:
a,-X,+0, X, =—0, X,
b, -x,+b,-x,==b,-x,
(Var det i stedet fx (a,,a;) og (b;,b;) som vi vidste ikke er proportionale, sa flyttedes x,-leddene over)
Derfor ma der geelde, at ligningssystemets determinant ikke er nul, dvs.

al aZ
D, = #0
bl b2
Vi lgser ligningssystemet med hensyn til x; og X, med determinantmetoden:
—X3-0; 0, a; a, a, 0
. = —X,-b, b, —x, b, b, “x,. b, b, =x3.%
DlZ DlZ DlZ DlZ
a, —X;-0, a, a, a, a,
X, = b ~%b, =—X,. b b, =X,. b b =x3.&
D12 DlZ DlZ DlZ

Dvs. vi har fdet X, og X, udtrykt ved X;. Ligningssystemet er opfyldt for enhver veerdi af x;. Saetter vi X, =D,,, far vi
det simplest mulige udtryk for de tre koordinater:

b a, a , b,

X3 :D12'£=D23 b, b, s b,
D, X3 D,

- a, a, a, b,

D,, X=|X, |=| Dy |= =

X, =D, —==D,, b, b a, b

D X D 3 O 1 B
12 3 12

a, a a, b

x,=D, 1 O 1 P

b, b, a, b,

Bemeerk, at vi i den sidste omskrivning har byttet om pa tallene i den ene diagonal, sa vi far koordinatsaettene til de

to vektorer a ogE , placeret under hinanden.(Overvej, hvorfor vi kan ggre det!)
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Vi ser altsa, at den vektor, hvis koordinater er bestemt af de tre determinanter:

02 b2 03 b3 al bl
, b b b

opfylder kravet om at vaere ortogonal til de to oprindelige.

Konklusion. Det er sa netop denne vektor, vi definerer som vektorproduktet.

Det er saledes muligt at frembringe en vektor i rummet, der star vinkelret pa to egentlig ikke-parallelle (dvs. linezert

uafhaengige) vektorer.

og D, =

23 =

1 1 2 2

Saetning 17: Vektorprodukt afggr om to vektorer er parallelle
Om to egentlige vektorer ¢ og b i rummet gaelder:
dl||b er ensbetydende med axb =0
dvs. to vektorer er parallelle netop nar deres vektorprodukt er nulvektoren.

Bevis:
Vi har i gvelse** vist, at hvis vektorerne er parallelle, sd er Gxb =0 .
Antag nu omvendt, at Gxb =0 . S& er de tre determinanter i definitionen lig med 0. Men

a, bl a, bl o . . [ %1 S'bl
b =0 betyder at er parallel med b | sa der findes et s, sa: = b

a, b, a; h a; 50,

a, bz a; b2 o . . [ t'bz
b =0 betyder at er parallel med b | sa der findes et t, sa: = ‘b

a; D a3 3 a3 "03

a, bs as b3 o . . |33 “'ba

=0 betyder at er parallel med , sa der findes et u, sa: =
a, b, a b, a u-b,

Mindst en af b’erne er forskellig fra 0, fx b, . Derfor kan vi dividere med b,, og derved fa:

a a
s=—2 og t=-2%,
b, b,
hvoraf vi ser, at s=t. Men s3 er 3D-vektorerne & og b proportionale, dvs parallelle.
<Bevis slut>

Bemeerk, at der heraf ogsa fglger, at axa =0.

Saetning 18: Regneregler for vektorproduktet
Vektorproduktet opfylder fglgende regneregler:

1. (s-d)xb=adx(s-b)=s-(@xh) , dvs. ndr en vektor i krydsproduktet forleenges/forkortes, s& eendres
krydsproduktets laengde tilsvarende.

2. dxb=—-bxd , dvs. den kommutative lov galder ikke, fordi nar faktorernes orden andres, sa skal man
skifte fortegn.

3. ax(b+¢)=dxb+dxc, dvs. den distributive lov er opfyldt, s vi kan “krydse” ind i en parentes pa
sadvanlig vis.

4. (G+b)x(C+d)=GXC+dxd+bxE+bxd, dvs. at man kan bestemme vektorproduktet af to flerled-
dede stgrrelser pa saedvanlig vis.

@velse 5.64 Bevis for szetning 18

a) Vis punkt 1 og 2 ud fra definitionen

b) Vis, at punkt 4 fglger af punkt 3 og 2.

c) Vis punkt 3 med brug af dit vaerktgjsprogram. Den er ret besveerlig at vise i handen. P4 hjemmesiden kan du se
udregningerne.

d) Den associative lov Gx(bx¢)=(dxb)xc gelder i almindelighed ikke. Giv et modeksempel, dvs angiv tre vektorer,

hvor der gaelder Gx(bx¢)# (@xb)Xc .
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Satning 4: Vektorproduktet er uafhaengigt af koordinatsystem
Vektorproduktet Gxb af to egentlige ikke-parallelle vektorer  og b i rummet afhaenger ikke af det
valgte koordinatsystem.

Bevis:
. -~ 2 o 2 12 |12
Vi anvender formlen: (a<b) +‘axb‘ :|a| ‘b‘ .
Et bevis for denne kraever forholdsvis lange udregninger. Der ligger et sadant bevis pa hjemmesiden. Tjek evt. selv
med et vaerktgjsprogram. Ud fra denne formel far vi nu:

=2 L2 =2 =
‘axb‘ :|a| ‘b‘ —(a-b)? Flyt skalarproduktet over

‘EXE‘ =1/|6|2 ~‘5‘2 —(deb)? Tag kvadratroden

dvs. leengden af vektorproduktet afhanger siledes kun af vektorernes laengder samt skalarproduktet, som jo er uaf-
haengig af det valgte koordinatsystem, altsa er la&engden af vektorproduktet uafhaengigt af vores valg at koordinatsy-
stem (blot enheden holdes fast).

<Bevis slut>

| argumentationen for krydsproduktets formel sa vi, at vi i den afsluttende fase havde et frit valg mht. stgrrelsen af 3.
koordinat. Vi foretog et valg dikteret af, at fa en sa enkelt formel som mulig. Dette frie valg af den ene koordinat be-
tyder geometrisk, at der er uendeligt mange vektorer der er ortogonale pa de to oprindelige. Vi kan jo blot skalere
det fundne krydsprodukt op eller ned, sa er det stadigvaek en ortogonal vektor. Men den definition, vi har valgt, viser
sig at have flere smukke og praktiske egenskaber. De vigtigste er fglgende:

Saetning 5: Vektorprodukts retning og laengde

Givet to ikke-parallelle egentlige vektorer G og b .
Krydsproduktet n, =dxb opfylder fglgende:

1. De tre vektorer @, b og 7, =dxb danner et hgjresystem.

2. |ﬁa|=‘6x5‘=|6|o‘5‘osin(v) , hvor v=£(d,b), dvs. laengden af ii, =Gxb er lig med arealet af det pa-

ralllle elogram, som de to vektorer & og b udspaender.

Bevis:
Bevis for punkt 1:

Vi kan ifglge seetning 17 frit leegge koordinatsystemet. Vi laegger det, saa er parallel med x-aksen og b ligger i xy-

planen, saledes at vinklen fra a til ber positiv. Derved bliver deres z-koordinater nul. Krydsproduktets x- og y-koor-
dinater bliver sa 0, og z-koordinaten bliver:

? :|6|-‘E‘-sin(v)

1 bl
aZ bZ

hvor v er vinklen fra & til b regnet med fortegn, dvs. 0°<v <180°, altsa er sin(v)> 0, og dermed er (EXE)Z >0. Det

betyder, at Gxb er ensrettet med z-aksen, altsa danner de tre vektorer et hgjresystem. Vi kan saledes bestemme
retningen af en normalvektor i forhold til planen ved hjalp af hgjrehdndsreglen: Hvis d =tommelfinger og

b =pegefinger, sa er axb =langfinger .
Bevis for punkt 2:

Vi anvender igen formlen ‘EXE‘Z =|6|2 .‘5‘2 —(6-5)2
‘EXE‘Z =|6|2 -‘5‘2 —(|6|~‘5‘~cos(v))2 Udnyt, at Geb =|6|-‘5‘-cos(v)

© 2018 L&R Uddannelse A/S ® Vognmagergade 11 e DK-1148 ¢ Kgbenhavn K ¢ TIf: 43503030 ¢ Email: info@Iru.dk
& KOPIERING FORBUDT



e

Hvad er matematik? 2 R
ISBN 9788770668699 Uddannelse

Projekter: fra kapitel 7 Projekt 7.17 Vektorer i 3d og analytisk rumgeometri EGMONT
o =2 12 |2 ~12 |12 2
‘axb =|a| | —|d| ‘b‘ (cos(v)) Anvend potensregel
~_ =2 =2 |7)? 2 ~12 |72
‘axb‘ =|a ‘b‘ -(1—(cos(v)) ) Seet |a| ‘b‘ udenfor parentes
o =2 12 |12 .
‘axb‘ =|d| ‘b‘ -(sm(v))z Udnyt, at (cos(v))” +(sin(v))’ =1
‘EXE‘ = |6|~‘5‘ -sin(v) Tag kvadratroden, alle faktorer er positive.

Heraf fglger punkt 2, da vi jo allerede ved, at arealet af det parallelogram, som de to vektorer @ og b udspaender, er
bestemt ved |6|-‘5‘-sin(v).

<Bevis slut>

Praxis: Vektorprodukt til arealberegninger i rummet

Arealet af det parallelogram, som de to vektorer @ og b udspaender i en plan @ beregnes ved:
areal_pl(d,b)=|A,|=|dxb|=|d|-||-sin(v), v=£(d,b)

Arealet af den trekant, som de to vektorer G og b udspaender i en plan @ beregnes ved:

|| =2 [axB|=>-[al-[5]-sint), v= (@, B)

areal_t(d,b)==
_t(a,b) >

@velse 5.65

En trekant i rummet er bestemt af de tre punkter A(2,4,1),
B(4,-3,3) og C(-5,-1,6), som vist pa figuren.

a) Bestem arealet af trekanten ud fra en selvvalgt metode.
b) Kontroller dit resultat ved at anvende en af de andre
metoder.

v

A2,4,1)

@velse 5.66 Arealer og diagonaler
a) Vis, at (@ —b)x(d+b)=2-(@xb) ud fra regnereglerne.
b) Benyt denne formel til at argumentere for, at der gaelder fglgende om et parallelogram:
Laengden af diagonalvektorernes krydsprodukt er lig med det dobbelte af parallelogrammets areal.

Opgaver
Pa hjemmesiden ligger opgaver i tilknytning til afsnit 7.

8. Linjer og planer

| afsnit 4 beskrev vi en ret linje ved dens parameterfremstilling, dvs. ud fra ét punkt og en retningsvektor. Nu vil vi
vise, at vi kan fastleegge en ret linje i en plan ved en ligning ud fra ét punkt og en normalvektor.

Tilsvarende kan vi i 3D fastlaegge en plan i rummet ved en ligning ud fra et ét punkt i planen og en normalvektor til
planen.

Ligningen for en linje i 2D

a
Lad P(x,,y,) vaere et fast punkt pé /, og lad n :[bj veere en

- = — Po(xo,¥0)
normalvektor for /, dvs. n#0 og n L/

Linjen bestar saledes af alle de punkter P(x,y), hvor n L,BOT’.
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Altsa ma skalarproduktet af de to vektorer vaere nul. Vi far: Figur 5Til Andreas: Problem med sketchpads be-

tegnelse af ﬁ ]

AePP=0

o =O
b)\y—=Y,
a-(x—x,)+b-(y—y,)=0
Vi har regnet ensbetydende, og har hermed vist fglgende seetning:

Saetning 6: Ligningen for en ret linje i planen 1
En ret linje i planen er fastlagt ved ligningen: a-(x—x,)+b-(y —y,)=0, hvor P,(x,,y,) er et fast punkt pa

— a — =2 of gt s
linjen og n :(bj' n#0, er en normalvektor til linjen.

Bemazerk, at linjen bliver vandret, nar a=0, og lodret, nar b=0, dvs. nar normalvektoren er parallel med henholds-
vis y-aksen og x-aksen.

Ser vi naermere pa udtrykket og ganger parenteserne ud, sa far vi:

a-x—a-x,+b-y—b-y,=0

a-x+b-y+(-a-x,—b-y,)=0

a-x+b-y+c=0
hvor vi har sat det konstante udtryk, der kun indeholder kendte tal, nemlig det fast punkts koordinater og normal-
vektorens koordinater, lig med en ny konstant c. Dvs. enhver linje i planen har en ligning pa formen a-x+b-y+c=0.
Men omvendt gzelder det ogs3, at ethvert udtryk pa formen a-x+b-y+c=0, hvor (a,b)#(0,0), beskriver en ret

linje i planen, fordi vi kan omskrive udtrykket:
a-x+b-y+c=0

a-x—(—a-£)+b-y—b-0 =0 Udnyt omskrivningen c:a-£=—(—a-£) ogat a#0
a a a
a~(x—£j+b-(y—0) =0 Seet a udenfor og szt b udenfor parentes
a

Men her star en ligning pd formen: a-(x—x,)+b-(y—y,)=0.
_ (a
Dvs ligningen fremstiller linjen gennem punktet Po(Xo:yo)=(—£,0) og med normalvektor n :(bj'
a

Vi kunne naturligvis pa samme made i stedet for a# 0 have antaget at b= 0 (de ma bare ikke veere nul samtidig), og
pa den made faet et andet fast punkt pa linjen. Vi har saledes vist:

Saetning 7: Ligningen for en ret linje i planen 2
Ligningen
a-x+b-y+c=0, hvor (a,b)#(0,0)

_ (a
beskriver en ret linje i planen med normalvektor n :(bj'

@velse 5.67

Angiv normalvektorer til linjerne med fglgende ligninger:
a)5x—2y+3=0 b)x+2y=—-4 c¢)2x+6=0

@velse 5.68

En linje er givet ved ligningen —x+4y+10=0.
Afggr om punkterne P(2,—2), Q(20,—20) og R(10,0) ligger pa linjen:
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@velse 5.69

(7
En ret linje / er fastlagt ved normalvektoren n =[3J og punktet P, (-2,4).

a) Bestem en ligning for / pa formen a-x+b-y+c=0.
b) Bestem en parameterfremstilling for /.

Ligningen for en plani 3D
Helt analogt til ovenstaende kan vi bestemme en
ligning for en plan i rummet.
Lad P(x,,y,,z,) veere et fast punkt i en plan a, og

a

lad n=| b |vaere en normalvektor for planen, dvs.
Pol%0,Y0,20)
c

Figur 6

ii#0 og A La (se figuren).

Planen bestar saledes af alle de punkter P(x,y,z), hvor n J_POTD.

Altsa ma skalarproduktet af de to vektorer veere nul.
Man kan vise, at der galder fglgende:

Saetning 8: Ligningen for en plan i rummet 1
En plan i rummet er fastlagt ved ligningen: a-(x—x,)+b-(y —y,)+c-(z—z,)=0, hvor P,(x,,y,,z,) er et

a
fast punkt i planenog i=| b | , i £0, er en normalvektor til planen
c

@velse 5.70 Bevis for szetning 21
Bevis seetningen efter samme metode som ved den rette linje i planen.

Som for den rette linje i planen kan vi vise, at enhver plan i rummet har en ligning pa formen a-x+b-y+c-z+d =0,
og omvendt, at ethvert udtryk pa formen:a-x+b-y+c-z+d=0, hvor (a,b,c)#(0,0,0) beskriver en plan i rummet,
dvs. der geelder fglgende:

Saetning 9: Ligningen for en plan i rummet 2
Ligningen a-x+b-y+c-z+d =0, hvor (a,b,c)#(0,0,0) beskriver en plan i rummet med normalvektor

a
n=|b|.
c

@velse 5.71 Bevis for szetning 22
Bevis seetningen efter samme metode som ved den rette linje i planen.

Bemaerkning 1: Planen bliver parallel med akseplanerne, nar et par af koefficienter begge er nul, dvs. nar planens
normalvektor er parallel med en af akserne:

* Planen er parallel med xy-planen, nar (a,b)=(0,0), dvs. ligningen bliver af typen z=konstant
*  Planen er parallel med xz-planen, nar (a,c)=(0,0), dvs. ligningen bliver af typen y =konstant
* Planen er parallel med yz-planen, nar (b,c)=(0,0), dvs. ligningen bliver af typen x =konstant

Bemaerkning 2: Hvis to linjers/planers ligninger er proportionale, sa er der tale om sammenfaldne linjer/planer. Det
betyder, at hvis vi kan gange alle tallene i den ene lighing med den samme konstant k og fa den anden ligning, som
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vist nedenfor, s& beskriver ligningerne pa hver sin made den samme punktmangde — en linje/plan kan altsa have
uendelige mange ligninger!
To ligninger for samme linje:  2-x—4-y+3=0 og —-4-x+8-y—6=0 (gangmed k=-2)

To ligninger for samme plan:  27-x—12-y+66-z2—111=0 og 9-x—4-y+22-7—37=0 (gang med k:%)

Hvis konstantleddet viser sig, at veere det eneste, der forbliver forskellig ved en multiplikation, dvs. hvis kun normal-
vektorerne er proportionale, sa betyder det i stedet, at de to linjer/planer er parallelle.

Praxis: Ligningen for en ret linje og ligningen for en plan i et veerktgjsprogram
Der er givet et punkt P, pa linjen/i planen samt en normalvektor n for linjen/planen.
Indfgr et vilkarligt punkt pa linjen/i planen: P(x,y) eller P(x,y,z).

Definer normalvektoren n . Definer stedvektorer: OTDO og oP og beregn forbindelsesvektoren: PO—P .

Udregn linjens/planens ligning med: r")-PO—P:O , dvs. med kommandoen: dotP(ﬁ,PO—P):O.

@velse 5.72
Angiv normalvektorer til planerne med fglgende ligninger:
a)2x+3y—4z+5=0 b)d4x+y-3z=-4 c)x+y=0 d)3z=9
@velse 5.73
5
En plan o er fastlagt ved en normalvektor n=| -3 | og et punkt P,(2,3,-1).
1

a) Opskriv en ligning for & pa formen a-(x—x,)+b-(y—y,)+c-(z—z,)+d=0
b) Omskriv ligningen til formen a-x+b-y+c-z+d=0.

@velse 5.74
En plan a er givet ved ligningen 3x+y—4z+8=0.

a) Afggr om punkterne P(1,1,-3), Q(—2,-2,0) og R(2,1,-1) ligger i planen.
b) Bestem en ligning for den plan, der er parallel med o, og som gar gennem 5(1,2,3)

@velse 5.75
En plan og en kugle K'i rummet er givet ved ligningerne:

a:3-x—6-y+2-2-18=0 og K:(x=2)+(y+1)}+(z-3) =9
Bestem skaeringspunkterne mellem hvert af de to objekter og koordinatakserne, idet du udnytter, at nar man star pa
en af koordinatakserne, sa er de gvrige koordinater lig med nul.

Eksempel: Normalvektor bestemt ved krydsprodukt samt ligningen for en plan

2 -3
En plan azindeholder punktet R)(2,—1,5) og er udspaendt af de to vektorer d=| 5| og b=|4
3 -2

Vi vil bestemme en ligning for .
Som normalvektor for planen anvendes krydsproduktet af de to vektorer:

2 -3 22
ﬁa:EXE: 5|4 |=|5 (Kontroller udregningen)
3 -2 23

Vi kan nu opskrive ligningen for planen:
—22-(x—2)+5-(y+1)+23-(z-5)=0
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—22-x+5-y+23.-2-48=0 (Reducer)

Det anbefales altid, at man bruger et veerktgjsprogram til beregninger, der involverer krydsproduktet!

Praxis: Normalvektor og ligning for en plan i et vaerktgjsprogram
Definer de aktuelle vektorer, der udspaender planen «, samt stedvektoren til det faste punkt fx:

2 -3 2
d=|5|,b={4 |ogOR=|-1
3 -2 5

Definer og udregn en normalvektor til planen med kommandoen: n, ::crossP(E,E) .

Indf@r en stedvektor OP til et vilkarligt punkt P(x,y,z) i planen, og beregn forbindelsesvektoren PO—P .

Bestem en ligning for & ved at udregne: dotP(ﬁa,ﬁP):O.

@velse 5.76
2 -5
En plan indeholder punktet £;(—7,1,2) og er udspaendt af vektorerne a=| 10 | og b=|5
-2 -3

Bestem en normalvektor til planen, og bestem en ligning for planen.

Praxis: Konstruktion af en ret linje/en plan i et 2D/3D-geometriprogram

En linje (en plan) er bestemt ved to (tre) punkter. Man kan fx finde disse punkter ved pa skift (parvist) at
seette koordinaterne x og y (og z) lig med nul, og bestemme den sidste koordinat.

Bemaerk, at nogle 3D-gometriprogrammer beskriver en linje i rummet ved et system af to ligninger, som
man selv skal omskrive til en parameterfremstilling ved at lade en af koordinaterne agere parameter, dvs.
fx ved at seette z=t, og Igse ligningssystemet med hensyn til x og y.

@velse 5.77

En plan i rummet er udspaendt af de tre punkter A(5,1,2), B(2,-3,4)0gC(-1,6,8).

a) Bestem koordinatsaettet til to vektorer, der udspaender planen.

b) Bestem en ligning for planen.

c) Har du et 3D-vaerktgj, sa lgs opgaven ved konstruktion og sammenlign metoderne.

@velse 5.78 Eksamensopgave

. . . Z
Figuren viser en model af Denver Museum ind- t
tegnet i et koordinatsystem. Alle enheder eri
feet. .
. . . HL_‘____ E____-A———-""f;"q
a) Bestem en ligning for den plan &, der inde- A Tl h " aroe1a168)
holder punkterne A, B og C. T | b B(52,109,0)
S\ N [ ~ €(25,117,0)
) N\ N N 7 D(40,158,59)
Det oplyses, at planen £, der indeholder punk- S 1\ ‘] g E(65,169,85)
. —— B C : > F(25,297,100)
terne C, D og F, har ligningen « y 6(87.25,85)

326x +75y—135z = 16925. X 1(47,37,103)

b) Undersgg, om AE er parallel med a, og be-
stem arealet af tagfladen AEIG.

N7 Al

c¢) Kontroller om de fire punkter A, E, | og G lig-
ger i samme plan.

Kilde: sketchup.google.com

Figur 7

Bemaerk, at man i anvendelsesopgaver ofte kommer ud for at fire punkter, som pa figuren ser ud til at ligge i samme
plan, viser sig ikke at g@re det, fordi man ikke kan angive punkter med sa stor ngjagtighed!
(Baseret pd eksamensopgave stx-A-Matematik, 25052012)
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<pvelse slut>

Eksempel: Tangent til en cirkel i planen
En cirkel har ligningen (x—2)* +(y—5)* =10>. Vi vil bestemme en v

ligning for tangenten til cirklen i punktet P(13,8).

Tangenten star vinkelret pa radiusvektoren CP . Dvs. CP vil veere
en normalvektor for tangenten:

— (13-5 8
CP= =
8-2 6
Bemeerk, at enhver vektor, der er parallel med CP vil vaere nor- \ >
malvektor for tangenten, sa vi kan vaelge at forkorte cP (divider

4
begge koordinater med 2), s vi far normalvektoren: n, =[3j .

P(13,8)

Figur 8
Det er ofte en god idé at forkorte normalvektoren, nar man reg-
ner i handen, fordi den sa er nemmere at regne videre med.

Da P er punkt pa tangenten er ligningen for tangenten:

4-(x—13)+3-(y—8)=0
4-x+3-y-76=0
<eksempel slut>

Helt analogt kan vi bestemme en tangentplan til en kugle, idet der blot kommer et led mere pa bade kuglens ligning
og planen ligning svarende til z-koordinaten.

@velse 5.79 Tangentplan til kugle i rummet

En kugle har ligningen (x—2)° +(y +1)’ +(z—5)> =110.

a) Bestem en ligning for tangentplanen til kuglen i punktet P(7,8,3).

b) Har du et 3D-vaerktgj, sa lgs opgaven ved konstruktion og sammenlign metoderne.

Opgaver
Pa hjemmesiden ligger opgaver i tilknytning til afsnit 8.

9. Vinkel mellem linjer og planer
| afsnit 2 har vi beskrevet og illustreret linjers og planers indbydes beliggenhed. Vi vil nu gennemga, hvorledes man
beregner vinkler mellem linjer og planer.

Det er altid en god hjzelp at tegne skitser af den situation, der be-
skrives. Er der tale om planer og linjer i rummet, er det en god
ide at tegne situationen set i profil. Det giver et retvisende bil-
lede, og det er nemmere at raesonnere ud fra dette end ud fra en
3D-tegning.

Figuren kan saledes bade illustrere skaering mellem to linjer i pla-
nen og mellem to planer i rummet. Samme figur med andre mar-
keringer af vinklerne kunne ogsa illustrere skaering mellem linje
og plan, eller mellem to linjer i rummet.

Figur 122y

| alle opgavetyper beregnes vinklerne ud fra formlen for vinklen mellem to vektorer: 5-5:|E|~‘5‘~cos(v).

Eksempel: Vinkel mellem linjer i planen
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Bestem vinklen mellem linjen m givet ved parameterfremstillingen:
X 8 —4
m: = +t- , teR
y 3 2
og linjen I givet ved ligningen:

I: 7-x=5-y—-17=0

Metode 1: Veerktajsprogram:
Vi aflaeser:

. (4
Retningsvektoren form: r, =[2 j

7
Normalvektoren for | : 7, :[ 5].

Vi bestemmer tvaervektoren til /I’s normalvektor, sa vi har to

_ (5
retningsvektorer, dvs. 1, =[7j Figur 122x

Vi indsaetter i skalarproduktformlen:

cos(v)= Il = 2 ! = 6 =-0,156, dvs. v=98,97°
77| 16+4-\25+49 20-\/74
Vi konkluderer med den spidse vinkel:

Den spidse vinkle mellem | og m er u=180°-98,97°=81,03°

Man kan ogsa som tidligere beskrevet benytte et vaerktgjsprograms indbyggede faciliteter til bestemmelse af skala-
produkt og leengde.

Metode 2: 2D-geometriprogram
Vi bestemmer to punkter pa hver af linjerne og kon- by
struerer disse. Det kan veere fglgende:
For m:

t =0 giver punktet P,(8,3)

t =4 giver punktet P,(0,7)

For /:

x=0 giver y=—=-3.4, dvs. punktet £(0,-3.4)

x=1 giver y=-2, dvs. punktet P,(1,-2)
Kontroller beregningerne!

v

Vi plotter punkterne ind og bestemmer skaerings-
punktet med en indbygget kommando i programmet
Vi konkluderer med den spidse vinkel:

Den spidse vinkle mellem | og m er
u=180°-98,97°=81,03°

Pe(1,-2)

P5(0,-3.4)

Figur 122z

@velse 5.80

Gor rede for, at linjerne nedenfor ikke er parallelle, og bestem vinklen mellem dem. Valg selv metode.

ajm: 2-x+4-y—-6=00g/: 5-x-7-y—3=0

(e C s (oo
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X 0 1
c)m: 3-x—-5-y+12=0 og/ =l |+s- , SER
y 6 10
@velse 5.81 Vinklen mellem linjer i rummet
To rette linjer i rummet er givet ved parameterfremstillingerne:
X 3 6 X —4 5
m:|yl|=|4 |+s|2]|, seRogl|y|=|8 |+t|2], teR
z =2 1 z 3 4
Det oplyses, at linjerne ligger i samme plan i rummet, dvs. de skaerer hinanden.
Bestem vinklen mellem de to linjer. Vaelg selv metode.
Eksempel: Vinkel mellem linje og plan i rummet
Vi vil bestemme vinklen v mellem planen med ligningen
a: 3-x—-2-y+4-z-12=0
og linjen med parameterfremstillingen:
X 1 1
I: |y |=|-5|+s-5
z 5 2
Metode 1: Veerktajsprogram
Vi afleeser: Der kan veere to forskellige situationer.
3 1) Hvis u<90°,sder v=90°—u:
I
Planens normalvektor: n=| -2 -
4 n
e
1 |
Linjens retningsvektor:r =| =5 r
o
2 /
Vi udregner vinklen u imellem dem med .
skalarproduktformlen: Figur 9 .
2) Hvis u>90°,saer v=u—90°:

ner 21 ~0,712 .

7]~ V29430 , "

cos(u)

= |ﬁ
dvs. u=44,60°
(Vi er altsa i tilfaelde nr. 1)

Konklusion:
Vinklen mellem linjen og planen erv =90° — 44,60° = 45,40° . a

Figur 10

Metode 2: Konstruktion i 3D-geometriprogram

Vi kan ogsa bestemme vinklen mellem linje og plan i et 3D-geometriprogram. Her beregner man fgrst to punkter pa
linjen og tre punkter pa planen, som vi kan bruge til at konstruere objekterne ud fra. Vi bestemmer to tilfaeldige
punkter pa linjen:

X 1 1 1
t=0:|y|=|-5|+0-| =5 |=| =5 [, hvilket giver punktet P,(1,-5,5)
z 5 2 5
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X 1 1 0
t=—1:|y |=| =5|+(-1):| =5 |=| O | hvilket giver punktet P,(0,0,3)

Z 5 2 3

Vi bestemme tre tilfeeldig punkter i planen:
x=00gy=0:0-0+4-2-12=0 dvs. z=3,
hvilket giver punktet A(0,0,3)

x=0o0g z=0: 0-2-y+0-12=0 dvs. y=-6,
hvilket giver punktet P,(0,—6,0) : skeeringslinje
y=0 og z=0: 3-x—0+0-12=0 dvs. y=—6,

hvilket giver punktet P;(4,0,0)

Vi plotter punkterne ind og konstruerer objekterne. Vi
konstruerer en normalvektor til planen samt den plan der
indeholder normalvektoren og linjen. Herefter kan vinklen
mellem linjen og planen bestemmes, som vinklen mellem
linjen og de to planers skaeringskurve (linje).

Toplansvinkler

I rummet vil to ikke-parallelle planer altid skaere hinanden, og deres skaeringskurve er en ret linje. Vinklen mellem to
planer kaldes en toplansvinkel. | hver af de to planer kan vi finde en linje, der star vinkelret pa planernes skarings-
linje, og toplansvinklen er bestemt ved vinklen mellem disse linjer. Denne vinkel er den samme som vinklen mellem
de to planers normalvektorer, fordi hvis vi drejer vinklen mellem planerne

90°, sa falder den sammen med vinklen mellem normalvektorerne.

-

ng

Det betyder specielt, at to planer er ortogonale, netop nar skalarproduktet af deres normalvektorer er nul, dvs. nar
ﬁa-ﬁﬁ =0.

Der findes saledes bade en spids og en stump toplansvinkel, hvor summen af disse er180° . Toplansvinkler er szerligt
interessante, nar vi regner pa rumlige figurer, som fx polyedre og bygninger osv.

Eksempel: Vinkel mellem planer
Bestem vinklen mellem de to planer, givet ved ligningerne:
a:2-x—4-y+3.2+5=0

p:3-x+5y+8.2-12=0

Metode 1: Veerktajsprogram

Det fremgar ikke umiddelbart af ligningerne, hvordan planernes indbyrdes beliggenhed er eller hvilken vej normal-
vektorerne peger. Imidlertid er vi ikke mere interesseret i den spidse frem for den stumpe vinkel i sddanne tilfeelde,
sa vi aflaeser blot normalvektorernes koordinatsaet og bestemmer toplansvinklen derud fra:
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2 3
n,=|-4|o0gng=>5
3 8

og dermed er:
fi,efig -2

0
COS(V)_W&H@‘_@'@

Konklusion: Den spidse vinkel mellem « og /3 er altsa 79,19°, mens den stumpe er 100,81°.

=0,188 dvs. v=79,19°

Metode 2: Konstruktion i 3D-geometriprogram

Prgv selv efter fglgende retningslinjer: Bestem tre punkter i hver af de tre planer ved at saette koordinaterne parvist
lig med nul, og udregne den tredje koordinat. Konstruer planerne i et 3D-geometri program. Konstruer en vinkelret
linje (svarende til normalvektorerne) pa hver af de to planer, og bestem vinkel mellem disse ved hjzalp af en indbyg-
get kommando i programmet.

@velse 5.1
Bestem vinklen mellem de to planer givet ved ligningerne:
a: 6:x+4-y+3-2+9=0

B:3:-x-2-y+8-z—-4=0

Eksempel: Toplansvinkler
Vi vil bestemme de indre toplansvinkler mellem side-
fladerne i det reguleere oktaeder vist pa figuren.

Metode 1: Veerktgjsprogram

Vi bestemmer en normalvektor til den plan, der inde-
holder trekant ABD. Vi vealger to vektorer, der ud-
spander planen:

-2 -2
AB=|2 |og AD=|0 Figur 13
0 2
Krydser vi dem i naevnte raekkefglge, sa far vi en normalvektor, der peger ind i oktaederet (hgjresystem!):
4 1 1
ABXAD=| 4 |=4-| 1| dvs. vi kan bruge 7, =| 1
4 1 1

Vi veaelger derfor pa samme made vektorer, der udspander planen, der indeholder trekant ACD, saledes, at normal-

vektoren her ogsa peger ind i oktaederet. Dvs. hvis vi vaelger AD, s3 skal vi veelge AC inzevnte reekkefglge, for at fa
det rigtige hgjresystem, og vi far sa:
-2 -2 4 1 1
ADXAC=|0 |x| -2 |=| -4 |=4-| 1| dvs. vikan bruge A, =| -1
2 0 4 1 1

Bemaeerk, at vi skal bevare retningen, nar vi forkorter, dvs. vi ma ikke forkorte med en negativ faktor!
Vi bestemmer vinklen imellem de to normalvektorer

MagoMap 1 14070 530

|nABD|.|nACD| \/5\/5 3

Altsa er toplansvinklen i et regulzert tetraeder70,53°.

Metode 1: 3D-geometriprogram

Konstruer oktaederet, og konstruer en vinkelret linje pa hver af de to sideflader ABD og ACD. Bestem vinkel mellem
disse ved hjzlp af en indbygget kommando i programmet.

cos(v)=
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@velse 5.83 Eksamensopgave
Billedet viser et tarn med et ottekantet spir. Figuren viser en mo-
del af spiret indtegnet i et koordinatsystem med enheden 1 cm.
Nogle af spirets samlepunkter er angivet pa figuren.

A(39,39,54)
8(78,78,0) /I |\
c(0,110,0) ///1\
D(0,54,54) / ||\
£(54,054) [ |||\
700450)/ [ | | \

a) Bestem en ligning for den plan &, der indeholder tagfladen
ABCD.

Det oplyses, at en ligning for den plan 5, der indeholder tagfla-
den ADT er givet ved

110-x+286-y+39-2=17550

b) Bestem vinklen (ydre) mellem tagfladerne ABCD og ADT.
c) Bestem vinklen (indre) mellem tagfladerne AET og ADT.

Figur 14

(Baseret pG Eksamensopgave, STX-net-matematik, 240511)

Opgaver
Pa hjemmesiden ligger opgaver i tilknytning til afsnit 9.

10. Skaering mellem objekter i plan og rum

Vi vil beskrive en generel metode til at bestemme skaeringspunkter mellem forskellige objekter i plan og rum. Prin-
cippet i metoden er: Lgsning af flere ligninger med flere ubekendte evt. ved substitution.

Kender vi fx en parameterfremstilling for en linje, sa indsaetter vi koordinatseettet til denne i ligningen for det andet
objekt (substitution) og bestemmer derved parametervaerdien i skaeringspunkt, som derefter indsaettes i linjens pa-
rameterfremstilling, sa man far koordinatsaettet til skaeringspunkterne.

Eksempel: Skaering mellem linje og cirkel i planen
En ret linje / og en cirkel € i planen er givet ved ligninger:

I:3-x—y—-10=0 og C: (x=2+(y-17’=5
Bestem skaeringspunkterne mellem linjen og cirklen.

Metode 1: Handregning

Viisolerer y i linjens ligning: y=3-x—10, og indszetter det fundne udtryk for y i cirkelligningen:
(x=2)+((3-x—-10)-1)* =5
(x=2+(3-x—-11)> =5
X’ —4-x+4+9-x*—66-x+121=25
10- x> —70-x+120=0
x*=7-x+10=0

Vi lgser andengradsligningen med Igsningsformlen, hvor diskriminanten er:
d=(-7-4-1-10=49-40=9>0

dvs. der er to Igsninger — altsa skaerer linjen cirklen to steder.

Vi bestemmer x-koordinaten i skeeringspunkterne:

S S/ ENCEE:
2:1 2
Vi bestemmer de tilhgrende y-koordinater ved indszettelse af de fundne x-koordinateri y=3-x-10: For x=2:
y=3-2-10=6-10=-4
For x=5: y=3.5-10=15-10=5
Konklusion: Linjen skaerer cirklen i to punkter, og disse har koordinatsaettene: (2,-4) og (5,5) .

dvs. x=2eller x=5

Metode 2: Veerktajsprogram
Vi lgser ligningssystemet:
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(x=2) +(y—1) =5

3-x—y—-10=0
med en solvekommando:

solve((x—2)° +(y—1)>=5"and 3-x—y—10=0,x,y) > x=2andy=—4 or x=5andy=5
Konklusion: Linjen skaerer cirklen i to punkter, og disse har koordinatsaettene: (2,-4) og (5,5) .

A Y

Metode 3: 2D-geometriprogram

Vi konstruerer cirklen ud fra centrum €(2,1) og radius r=5.
Vi bestemmer to tilfaeldige punkter pa den rette linje:
x=4giver y=2, dvs. punktet P(4,2)

x=6giver y=8, dvs. punktet Q(6,8)

Vi konstruerer den rette linje ud fra de to punkter, og benyt-
ter programmets indbyggede kommando til at bestemme
skaeringspunkterne.

Konklusion: Linjen skeerer cirklen i to punkter, og disse har
koordinatseettene: (2,-4) og (5,5) .

¥ x

5:(2,-4)

Figur 15
Bemazerk, at de tre metoder er sidestillede, og at vi kan anvende praecis de samme metoder, nar der er tale om lig-
nende problemstillinger med rumlige objekter, hvor metode 3 sa naturligvis foregar i et 3D-geometriprogram.

Praxis: Skaeringspunkter mellem linjer og andre objekter i plan og rum

Beskriv problemet ved et ligningssystem. Indgar der en parameter i beskrivelsen af et eller flere objekter,
sa bestemmer man f@rst parameteren i skaeringspunktet, og derefter kan koordinatsaettet til skaerings-
punktet bestemmes ved indszettelse af den fundne parameterveerdi i en af objekternes parameterfremstil-
linger.

Praxis: Skaringspunkt ved konstruktion i et 2D- eller 3D-geometriprogram:
Objekterne konstrueres efter de tidligere naevnte anvisninger, og derefter benyttes programmets indbyg-
gede kommando til bestemmelse af skaeringspunkter.

@velse 5.84 Skaering mellem linjer i planen

To rette linjer i planen er givet ved:

l: 6-x—3-y+12=0 og m: —4-x+5-y+8=0

Bestem de to linjers skaeringspunkt. Vaelg selv metode.

@velse 5.85 Skaering mellem linjer i rummet
To rette linjer i rummet er givet ved parameterfremstillingerne:

X 3 6 X —4 5
m:|yl|=|4 |+s-|2]|, seR og Lly|=|8 |+t-|2], teR
V4 -2 1 V4 3 4

Undersgg om linjerne skaerer hinanden og i bekraeftende fald bestem skaeringspunktet.

Bemeerk. Normalt har tre ligninger med to ubekendte ingen Igsning. Det svarer geometrisk til, at normalt skeerer lin-
jer ikke hinanden i rummet. Hvis ligningssystemet har en Igsning, sa er det pavist, at de skaerer hinanden. Dette kan
Igses ved f@rst at se pa to af koordinaterne, og sa undersgge om de fundne parametervaerdier ogsa passer ind i
tredje koordinat. Eller man kan opstille de tre ligninger. Det er vigtigt, at de to parametre gives forskellige navne.

@velse 5.86 Skaering mellem linje og kugle i rummet

En ret linje og en kugle i rummet er givet ved:
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X 5 7 5+7-s
y|=|6|+s:|10 |=| 6+10'5|, se R og (x—4Y +(y—-2) +(z-3) =5
z 5 2 5+2-s

Bestem linjens eventuelle skaeringspunkter med kuglen bade ved konstruktion i et 3D-geometriprogram og ved brug
af et veerktgjsprogram.

En ret linje og en plan i rummet (der ikke er parallelle) vil altid have et skaeringspunkt, og dette bestemmes ved
samme metode. Man skal dog lige huske at ggre rede for, at linjen og planen rent faktisk ikke er parallelle! En linje
og en plan er parallelle, netop nar linjens retningsvektor og planens normalvektor er ortogonale, dvs. vi kan pavise at
en linje og en plan ikke er parallelle ved at vise, at skalarproduktet af disse to vektorer er forskelligt fra nul.

Eksempel: Pavise parallelitet
Planen a og linjen m er givet ved nedenstaende ligning og parameterfremstilling.
Undersgg om de er parallelle.
a: 3-x—6-y+2.2—-8=0
X 4 -1
m: |y |=|10|+s-|4 |, seR
z 7 3
Vi udregner skalarproduktet af planens normal vektor og linjens retningsvektor:
3 -1
ner=|—-6p9 4 |=-21+#0
2 3

Konklusion: Linjen og planen er ikke parallelle.

@velse 5.87
Bestem skaeringspunktet mellem linjen og planen i eksemplet ved at Igse 4 ligninger med 4 ubekendte i et veerktgjs-
program. Kontroller resultatet ved konstruktion, hvis du har et 3D-geometriprogram.

@velse 5.88 Projektion af et punkt ned pa en plan
En plan & har ligningen —4-x+9-y—2-z+5=0 og et punkt i rummet har koordinatszettet Q(14,-24,18).

a) Bestem Q’s projektion i planen, dvs. bestem skaeringspunktet mellem planen og den rette linje, der star vinkelret
pa planen og gar gennem punktet Q.
b) Kontroller resultatet ved konstruktion og efterfglgende aflaesning, hvis du har et 3D-geometriprogram

Et andet punkt i rummet har koordinatsaettet P(2,4,3), og den rette linje m har PQ, som retningsvektor.

c) Bestem en parameterfremstilling for sporetafmi «.
d) Konstruer sporetiplanen & og kontroller resultatet i c), hvis du har et 3D-geometriprogram.

@velse 5.89 Skaeringspunkt mellem akse og objekt

En plan & har ligningen 2-x—4-y+3-z+12=0.

Bestem koordinatsaettene til planens skaeringspunkter med akserne ved at udnytte, at nar man befinder sig pa en af
akserne, sa er de gvrige koordinater nul.

Eksempel: Skaering mellem to planer i rummet (supplerende stof)
| rummet vil to ikke-parallelle planer & og f altid skaere hinanden, og deres skaeringskurve er en ret linje /. Begge

planers normalvektorer ri, og ﬁﬁ vil vaere vinkelrette pa skaeringslinjen, og derfor er krydsproduktet af de to nor-
malvektorer en retningsvektor for skaeringslinjen, dvs. ﬁzﬁaxﬁﬁ. Bemaerk, at hvis planerne havde veaeret parallelle,

sa ville krydsproduktet veere nul. Vi mangler saledes blot et punkt pa linjen fgr vi kan opskrive en
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parameterfremstilling for /. Vi kan fx vaelge det punkt, der har z-koordinaten O, dvs. P,(x,,y,,0), og setter vi z=0 i
de to planers ligninger, sa kan vi bestemme x, og y, ved at Igse det ligningssystem, der opstar, i x og y.

Man kan ogsa gere det i én beregning. Det illustrerer vi med fglgende eksempel:

Bestem skaeringslinjen mellem fglgende de to planer, der har ligningerne:
a:2-x-3-y+4-2=8

pB:2-x+3-y—-z=2

Seet z=t og flytter disse led over pa den anden side af lighedstegnet:
a:2-x—3-y=8-4-t
PB:2-x+3-y=2+t

Lgs ligningssystemet mht. x og y i et veerktgjsprogram:
x=2,5-0,75-t og y=—1+0,83-t

Da z=t har vi altsa fundet fglgende parameterfremstilling for skeeringslinjen:

X 2,5-0,75-t 2,5 -0,75
y |=| -1+0,83-t |=| -1 |+t-| 0,83
z t 0 1
@velse 5.90
Bestem en parameterfremstilling for skaeringslinjen mellem de to planer & og 8 givet ved:
a: 2-x—4-y+3-z2-2=0 og B x+y—-2-z-1=0

Opgaver
Pa hjemmesiden ligger opgaver i tilknytning til afsnit 10.

11. Afstande i plan og rum

Vi vil i dette afsnit udlede en raekke formler til afstandsbestemmelse i plan og rum. Nar vi generelt taler om afstands-
bestemmelse, er det underforstaet, at vi gnsker at bestemme den korteste afstand mellem to objekter, altsa den
vinkelrette afstand.

Vi har set, at linjens ligning i 2D og planens ligning i 3D er helt analoge. Tilsvarende er metoderne til at bestemme
afstanden fra et punkt til en linje (i 2D) eller afstanden fra et punkt til en plan (i 3D) helt analoge. Der gzelder fgl-
gende saetning om afstandsbestemmelse i planen:

Saetning 10: Afstand fra Punkt til linje i planen
Afstanden fra et punkt Q(x,,y,) til en linje m med ligningen a-x+b-y+c=0 kan beregnes ved:

|a-x1+b-y1+c|

\a’ +b?

dist(Q,m)= ("dist” star for distance. Man laeser det blot som det star)

Bevis:

a
Linjen m har normalvektoren n =£bJ . Vilader P,(x,,y,) betegne et fast punkt pa m. Pa figuren har vi afsat normal-

vektoren ud fra Q, og vi har konstrueret vektoren P,Q .

Ay

¥ X
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Figur 16

Afstanden fra Q til m er da givet ved leengden af an ‘s projektion pa normalvektoren, dvs. leengden af Q,Q pa figu-
ren. Ved indszettelse i projektionsformlen far vi:
pas

Eéﬁ‘_T F{)—Q ‘s projektion pa n
n

dist(Q,m)= ‘@5‘ =

(xl - X, GJ
%) \b)|

dist(Q,m)= 1V Indsaet koordinater og anvend lzengdeformel
Na® +b’
. — +b- —
dist(Q,m)= a0 = x;)+b-y, ~ ) Udregn skalarprodukt
\Na’+b’
X, +b-y, +(=a-x, —b-
dist(Q,m)= Ja-x, +b:y, + (-0 %, =b-, Udregn parenteser og saml konstanter

Ja? +b?

Da P,(x,,y,) ligger pd m, passer P, ind i linjens ligning, dvs. a-x,+b-y,+c=0,altsder c=-a-x,—b-y, . Vifar sdle-
des den sggte formel:

|a-x1+b-y1+c|

dist(Q,m)=

<bevis slut>

Helt analogt til seetningen ovenfor geelder der fglgende saetning i rummet:

Saetning 11: Afstand fra Punkt til plan i rummet
Afstanden fra et punkt Q(x,,y,,z,) til en plan & med ligningen a-x+b-y+c-z+d=0kan beregnes ved:

|a-x1+b-y1+c-zl|
Jo? + b7+

dist(Q,m) =

@velse 5.91 Bevis for saetning 24

Bevis satningen efter samme principper som beviset
for afstanden fra punkt til linje i planen, idet du anven-
der figuren i dine betragtninger. Pa figuren betegner n

Q(xy,y1,21)

normalvektoren til &, P, et fast punkt, som vi ved lig- Plxoyozo) _ 5
geri o, og @er Ea ‘s projektion ind pa n. - Ca
/ >y
X
Figur 17

Praxis: Afstand fra punkt Q til linje/plan i et vaerktgjsprogram

Aflaes linjens/planens normalvektor i af ligningen for linjen/planen, og bestem et tilfeeldigt punkt P, pa
linjen/i planen (fx et skaeringspunkt med en af akserne).

Definer normalvektoren n samt stedvektorerne: OT’O og 0Q , 0g beregn forbindelsesvektoren: PO—Q .

ra
Udregn affstanden d =——— med kommandoen: d :=

abs(dotP(P,Q, 7))
|ﬁ | norm(n) ’

Praxis: Afstand fra punkt Q til linje/plan i et 2D/3D-geometriprogram
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Konstruer de aktuelle objekter samt punktet Q, og konstruer en ret linje vinkelret pa objektet gennem Q.
Bestem skaeringspunktet mellem den vinkelrette linje og objektet, og bestem afstanden mellem skzerings-
punkterne med en indbygget kommando i programmet.

@velse 5.92 Afstand mellem parallelle linjer/planer

En plan « i rummet har ligningen 2-x+6-y—5-z+3=0.

a) Bestem afstanden fra punktet Q(4,5,2).

En anden plan £ i rummet har ligningen —4-x—12-y+10-z—-70=0.

b) Vis, at @ og [ er parallelle

c) Bestem afstanden mellem de to planer som afstanden fra et punkt pa den ene til den anden plan.

d) Kontroller resultaterne ved konstruktion og efterfglgende aflaesning, hvis du har et 3D-geometriprogram

Bemeerk, at den samme metode kan anvendes til at bestemme afstanden til en linje parallel med en plan i rummet og
til bestemmelse af afstanden mellem to parallelle linjer i planen.

@velse 5.93 Er en linje tangent til en cirkel?
En ret linje og en cirkel er givet ved ligningerne:

3-x—4-y=15

(x=2)+(y-17 =5
a) Undersgg, om linjen rgrer (er tangent), skaerer eller ligger uden for cirklen med ligningen, idet du bestemmer af-
standen fra linjen til cirklens centrum og sammenligner den fundne afstand med cirklens radius. Hvad kan du konklu-
dere?
b) Kontroller resultaterne ved konstruktion og efterfglgende aflasning, hvis du har et geometriprogram.

@velse 5.94 Er en linje tangent til en kugle
Undersgg om linjen med parameterfremstillingen

X 5 p
yi=l1l |+s:|4 |, seR
z -4 -3

er tangent til kuglen med centrum i C(2,6,—7) og radius 5. Valg selv metode.

@velse 5.95 En kugle med en given tangentplan

En plan « har ligningen 2-x+3-y—6-z+8=0.

a) Bestem en ligning for den kugle, der har centrum i C(6,—1,—-5) og har & som tangentplan

b) Lés opgaven ved konstruktion og efterfglgende aflasning, hvis du har et 3D-geometriprogram

@velse 5.96 Eksamensopgave
Pa figuren ses en model af en skra teaterscene indlagt i et koordinatsystem med enheden
1 m pa akserne, saledes at scenegulvet er udspaendt af punkterne A, B, C og D.

N P(9,6,10)
N\

€(0,19,1)
—y

B(10,20,0)
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Opgaven kan Igses bade ved konstruktion og afleesning samt ved beregning. Metoderne er ligestillede ved besvarelse
af en eksamensopgave — overvej, hvilken du foretraekker

a) Bestem en ligning for den plan &, som scenegulvet er en del af.

| punktet P(9,6,10) er der ophaengt en projektgr. Centrum af projektgrens lysstrale kan i modellen beskrives ved en
del af linjen | med parameterfremstillingen
X 9 8

y|=|6 |[+t-|-10|, teR.
z 10 19
b) Bestem projektgrens vinkelrette hgjde over scenen.
c) Bestem koordinatseettet til det punkt F, hvori centrum af lysstralen rammer scenegulvet.

(Baseret pd Eksamensopgave, stx-A-matematik-net, 250512)

@velse 5.97 Eksamensopgave
Z

Af en klods med sideleengderne 3 m, 4 m og 5 m afskaeres et hjgrne. Pa figuren ses en model af klodsen indtegnet i
et koordinatsystem med enheden meter pa alle akser.

a) Bestem arealet af snitfladen.
b) Bestem afstanden fra snitfladen til det modstaende hjgrne.

(Eksamensopgave, stx-A-matematik-net, 310512)

Eksempel: Lgsning af vektorligninger med determinantmetoden
Nar vi lgser flere lineaere ligninger med flere ubekendte fx 2 ligninger med 2 ubekendte svarer det til at I@se en vek-
torligning. Ser vi fx pa

4.x-3-y=6

2-x+3-y=12

4\ . (-3 6
sa kan vi definere vektorerne 6=(2], b =[ ] og 62(12] og dermed skrive ligningen saledes:

d-x+b-y=¢
Lgsningen til ligningssystemet kan findes ved vektorregning. Fgrst "prikkes” ligningen med b , sa y-leddet forsvinder,

og vi dermed kan isolere x. Dernast ”prikkes” ligningen med a, sa x-leddet forsvinder:

Vi ”prikker” ligningen med b,sa y-leddet forsvin- Vi ”prikker” ligningen med a, sa x-leddet forsvin-
der, og vi kan isolere x: der, og vi kan isolere y:
be(@-x+b-y)=bec de(d-x+b-y)=dec

GeG-X+0eb-y=asC
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bed-x+beb-y=bec A
Geb-y=asc
bed-x=hec ) a, ¢
¢ b, , &€ _det@d)_lo ol D,
_bec _det(h,) —det(c,b) |, b| D, b detldb) |a, b| D
beg det(b,d) —det(d,b) |a, b| D a, b,
a, bz

Her har vi udnyttet, at: det(b,¢)=—det(c,b) og det(b,d)=—det(d,b).

Bemeerk ogsd, at vi har antaget D # 0. Dette kommenteres i en gvelse nedenfor.

Vi benaevner determinanten i teelleren svarende til den af de ubekendte vi gnsker at bestemme, her henholdsvis D,
og D,. Bemeerk, at D, fremkommer ved at skrive ¢ ’s koordinater pa x-koefficienternes plads, mens D, fremkommer
ved at skrive ¢ ’s koordinater pa y-koefficienternes plads. Determinanten i begge navnere er den samme, nemlig

D =det(d,b) . Man kalder denne for ligningssystemets determinant.
Vi samler resultatet i fglgende satning:

Saetning 25: Lgsning af vektorligninger med determinantmetoden
_ = _ _ (a, ) - (b . [c . .
Vektorligningen a-x+b-y=c, hvora =( lj, b :[blj ogc =( 1) er egentlige vektorer i planen, har pree-
aZ 2 CZ

cis én Igsning, nar ligningssystemets determinant D # 0 . Lgsningen er i sa fald:
D D b, c o
(x,y)=| =,—~ |, hvor D=
Y D D

=1 1
b
Hvis D =0 har ligningssystemet enten ingen eller uendeligt mange lgsninger.

G

a,

’ X
aZ 2 CZ aZ

@velse 5.99 Situationen med D=0

a, b a,

a
=0, sd er ogsa

a) Vis, at hvis et ligningssystems determinant D=

02 2
b) Udnyt a) til at vise, at hvis D=0, sa er de linjer, som ligningerne fremstiller, parallelle.
c) Argumenter for saetningens sidste pastand, og giv en geometrisk tolkning af de to muligheder.

1 2

Vi lgser ligningssystemet ovenfor ved hj=lp af determinanter:
4-x—-3-y=6
2-x+3-y=12

4 -3 6
X+ y=
2 3 12
hvor vi har:

_|e 4 6
szdet(E,b):‘lz =18—(-36)=54 og Dyzdet(E,E)z‘z =48-12=36

|4 =3
D=det(d,b)= =12—-(-6)=18
2 3

Altsa far vi:
54 36
x,y)=|—,— |=(3,2
(x,y) ( 18 18} 3,2)
Systemer af ligninger med flere ubekendte kan saledes opfattes som vektorligninger

@velse 5.100
Lgs ligningssystemet ved determinantmetoden:

© 2018 L&R Uddannelse A/S ® Vognmagergade 11 e DK-1148 ¢ Kgbenhavn K ¢ TIf: 43503030 ¢ Email: info@Iru.dk
& KOPIERING FORBUDT



e

Hvad er matematik? 2 R
ISBN 9788770668699 Uddannelse

Projekter: fra kapitel 7 Projekt 7.17 Vektorer i 3d og analytisk rumgeometri EGMONT

2:x+5-y+2=0
3-x—-4.-y-20=0

Eksempel: Rumprodukt og determinanter af hgjere orden

Vi har mgdt to forskellige produkttyper af vektorer i rummet, hvor det ene (skalarproduktet) resulterer i en skalar,
mens det andet (vektorproduktet/krydsproduktet) resulterer i en vektor. Beregner vi de blandede produkter af tre
vektorer d, b og C, s& far vi en skalar: ds(bx¢) og (@xb)sC . Ved hjeelp af disse blandede produkter kan vi generali-
sere determinantbegrebet til 3 dimensioner. Vi udregner skalarproduktet:

bZ C2
b3 C3
al
- b, ¢ b, ¢ b, ¢ b, ¢
debxc)=|a, | l|=a,:| * C|l+a,|° Clta, |t
bl Cl b3 C3 bl 1 bZ C2
a3
bl Cl
b2 CZ
L. b, b, b, b, b, b, . .
as(bxc)=a,- +a,- +a,- Byt rundt i determinanterne
CZ C3 C3 Cl Cl CZ

Hgjre side definerer vi nu som en determinant af 3. orden:

al aZ 03
bZ b3 b3 bl bl bZ

a, - +a,- +a,- =lb, b, b,
CZ C3 C3 Cl Cl CZ

Cl CZ C3

Ved at udregne de samlede udtryk, kan man vise, at 6-(5><E) =(6><5)-E . Dette kaldes rumproduktet af de tre vekto-
rerirummet d, b og C:

Definition 12: Rumprodukt af tre vektorer i rummet
Rumproduktet af tre vektorer i rummet d, b og € er defineret ved:

a, a, a
[d,b,C]1=ads(bxc)=(dxb)c =det(d,b,c)=|b, b, b,
Cl CZ C3
@velse 5.101
6 —4 2
Vis, at rumproduktet af de tre vektorer a=| 7 |, b=|1 og ¢ =| =2 | erligmed 306, dvs:
4 3 6
6 -4 2
[@,b,c1=|7 1 -2|=306
4 3 6

Determinanten af et vektorpar er (numerisk) lig med arealet af det parallelogram, som vektorerne udspaender i pla-
nen.
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Vi viser nedenfor, at en determinant af 3. orden (numerisk) er Sl
H H ” ” bxe _a
lig med rumfanget af det parallelepipedum (”skaev kasse”), _
som de tre sgjlevektorer udspaender i rummet. Ligger vekto-
rerne i hgjrestilling, som vist pa figuren, ligger alle tre vektorer -
pa samme side af den plan, der udspaendt af ¢ og b . Altsa er

vinklen mellem @ og b x¢ spids, og dermed er skalarproduktet

af de to vektorer ds(bx¢) positivt. Omvendt gaelder det, at

L At

G+(bx ) er negativt, hvis de tre vektorer ligger i venstrestilling.

Er Ge(bx¢)=0,sd er a L bxc, dvs. de tre vektorer @, b og C ligger i samme plan og er saledes linezert afhaengige. |
dette tilfeelde udspander de ikke et parallelepipedum.

De tre vektorer ovenfor udspander ogsa et tetraeder, og vi vil nu vise, hvordan tetraederets rumfang fremkommer
af rumproduktet.

{zr_zfﬁj

Figur 19
Arealet A, ... af tetraederets grundflade udspeendt af G og b er ifglge definitionen pa krydsproduktet bestemt

ved %-‘Exf) . Tetraederets hgjde h, dvs. den vinkelrette afstand fra € ’s slutpunkt til grundfladen, er bestemt ved

lzengden af € “s projektion ind pd dxb (som jo star vinkelret pa grundfladen), dvs.

E-szb‘

h= W

CEXE

Et tetraeders rumfang er bestemt ved Vv . Altsa far vi:

tetraeder

1A
3

Grundflade

%4 :g'h'AGrundﬂade:1.—'_"6)(5‘

tetraeder

! e 1. o
—g- c-(axb)‘—g-‘det(a,b,c)‘—g-‘[a,b,c]‘
dvs. tetraederrumfanget er en sjettedel af rumproduktet!
Bemeerk, at vi undervejs ogsa fik udledt formlen for rumfanget af det parallelepipedum, vektorerne udspander. Her
er grundfladens areal jo A =‘a'><5 =h-A

Grundflade » O8 rumfanget er Vparallelepipedum Grundflade * Dvs det er samme Udregnlng’

bortset fra brgkerne!
For vores tetraeder far vi nu ifglge gvelsen:

1. . 1
=_-‘[a,b,c]:g-306=51

tetraeder 6
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